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MASZYNA POSTA

Nazwisko Emila Posta zwiazane jest z r6oznymi zagadnieniami logiki
formalnej. Dla przecietnego studenta kojarzy si¢ z badaniami metalogicz-
nymi dotyczacymi rachunkow zdaniowych, w szczegdlnosci z powstaniem
logik wielowartosciowych, czy tez z twierdzeniem o petnosci klasycznego
rachunku zdan.

Znana anegdota opowiada, iz Tarski w rozmowie z Postem stwierdzi,
ze Post jest amerykanskim logikiem, jedynym nie-Polakiem, ktory tak wiele
dokonat w dziedzinie badan logicznych nad rachunkami zdaniowymi. Tarski
relacjonowat, iz Post miat odpowiedzieé, ze urodzit si¢ w Polsce. Rzeczy-
wiscie. urodzit si¢ w zydowskiej rodzinie 11 I 1897 roku w Augustowie.
Wraz z rodzicami wyemigrowat do Nowego Yorku w 1904 roku.! Zastugi
Posta dotycza rowniez zagadnien zwigzanych z rozstrzygalnoscia. Znane sa
tzw. jezyki Posta: jezyki kanoniczne, j¢zyki normalne oraz tag-system. Post,
jak pokazuja to badania historyczne, wyprzedzit idee Godla i Churcha w ba-
daniach nad rozstrzygalnoscia i niezupetnoscia.” Kiedy jednak méwi sie,
w kontekscie zagadnien zwiazanych z rozstrzygalnoscia, o abstrakcyjnych
maszynach matematycznych, to zazwyczaj w pierwszym rzedzie kojarzone
sq maszyny Turinga. Nie wszyscy wiedza, ze Post stworzyl koncepcj¢ ab-
strakcyjnej maszyny, zwanej na jego czes¢ maszyna Posta, i to niezaleznie
od Turinga. Koncepcja jego maszyny opisana jest w artykule Skonczone
procesy kombinatoryczne — sformutowanie 1, ktéry ukazat si¢ w numerze
kwartalnika ,,The Journal of Symbolic Logic” (vol. 1, nr 3, s. 103-105,

"Por. W Marciszewski, Can Turing-Post Machine Produce Perequisites for Auto-
mated Reasoning?. w: Emil L. Post and the Problem of Mechanical Provability. Biatystok
1998. s. 8.

“Por. R. Murawski. E.L. Post and the development of mathematical logic and re-
cursion theory, w: Emil Post and the Problem of Mechanical Provability, Biatystok 1998.
s. 21-22. Tam tez cytowany jest fragment listu Posta do Godla, gdzie Post pisze: .....perhaps
the best I can say is that | would have proved Gédel's Theorems in 1921 — had I been
Godel.” s. 22.
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z kofica 1936 roku).’ Ten numer zaopatrzony jest w nastepujaca notke edy-
torska:

Otrzymane 7 pazdziernika 1936. Czytelnik powinien poréwnac artykutl napisa-

ny przez A.M. Turinga O liczbach obliczalnych, ktdry ma si¢ niebawem ukazaé

w ,,Proceedings of the London Mathematical Society” Jednak niniejszy artykut,

pomimo tego, ze nosi pdzniejsza datg, zostal napisany catkowicie niezaleznie

od artykufu Turinga.*

Maszyna Posta (w skrécie MP) jest, podobnie jak cho¢by maszyna Tu-
ringa, maszyng abstrakcyjna. Wyjasnienia wymaga stowo ,,abstrakcyjna”
Znaczy to, ze taka maszyna nie istnieje w rzeczywistosci fizycznej, poniewaz
w idei takiej maszyny usunieto ograniczenia natlozone przez prawa fizyki,
odnoszace sie do czasu i przestrzeni. Maszyna bowiem moze dziata¢ dowol-
nie dtugo i dysponowaé nieskonczona taSma podzielona na jednakowe kratki.
Tasma ta jest nieskonczona w lewo i w prawo, podobnie jak prosta na
plaszczyznie, z tym ze kratek jest tyle samo tle jest liczb catkowitych i sg
one ponumerowane za pomoca liczb catkowitych zgodnie z ich zwyktym
uporzadkowaniem.’ Taka tasma jest pierwsza czescia tworzaca MP (sam
Post nazywa tasme symbol space, Post [1936] s. 103). Druga czescia tworza-
ca MP jest urzadzenie czytajace — lub czytnik (wg Posta worker, albo prob-
lem solver, Post [1936] s. 103). Niemal doktadnie tak samo jest w konstruk-
cji maszyny Turinga. Kazda z kratek tasmy jest pusta albo nie jest pusta. Dla
obu sytuacji dysponujemy symbolami, ktore MP rozpoznaje. Mamy symbol 0,
oznaczajacy, ze kratka jest pusta; symbol I oznacza, ze kratka nie jest pusta.’
Informacja o tym, ktére kratki sa oznaczone symbolem 0, a ktore symbolem I,
okresla stan tasmy. Czytnik porusza si¢ wzdluz tasmy w dyskretnym czasie,
to znaczy nieciagle. W dowolnym momencie czasowym czytnik czyta jakas
konkretng kratke¢. Kazdy ruch czytnika zwiemy Arokiem. Stan tasmy wraz
z informacja o tym, nad ktéra z kratek znajduje si¢ aktualnie czytnik, zwie-
my wewnetrznym stanem MP 7

Do tego podstawowego artykutu bedziemy si¢ w dalszym ciagu pracy odnosi¢ wedlug
nastgpujacej konwencji: Post [1936] s. ...: podamy tu numer strony.

* Dane artykutu Turinga: AM. Turing. On computable numbers, with an application
to the Entscheidungsproblem. .Proceedings of the LLondon Mathematical Society™ ser. 2, 42.
nr 3, 4. (1936) s. 230-265; poprawka — tamze. 43, nr 7, (1937) s. 544-546. Z powodu po-
prawki artykul Turinga niestusznie przytaczany jest z datg 1936/1937.

* Liczby catkowite tworza w pewnym sensie uklad wspolirzednych, dzigki ktéremu mo-
zemy identyfikowaé poszczegélne kratki. Tasma jest przez to jakby ‘przestrzenig jednowy-
miarowg’

® W ogélnym przypadku MP moze rozpoznawaé (dysponowac) wigksza, skonczona ilos-
cig symboli. Post w swoim artykule rozwazal maszyny z dwoma symbolami: symbolem I oraz
symbolem 0 oznaczajacym pole puste.

7 W idei maszyny Turinga wystepuje pojecie stanu wewngtrznego. ale znaczy zupelnie co
innego, cho¢ peini podobna rolg. Czytnik maszyny Turinga posiada skonczong liczbg stanéw
wewnetrznych.
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MP moze wykonywa¢ operacje sktadajace si¢ z ruchow maszyny w le-
wo lub prawo, wpisywania lub wymazywania symboli. Operacja przebiega
w zgodzie z programem, ktory z kolei sktada si¢ z instrukcji wykonywanych
przez maszyng. Dowolna instrukcja, czyli elementarny krok maszyny, musi
podpadaé pod jeden z nastepujacych schematéw:

(1) rusz w prawo do nastepne;j® kratki — symbolicznie: i. — j.,

(2) rusz w lewo do nastegpnej kratki — symbolicznie: i. < J.,

(3) wpisz do obserwowanej kratki symbol I — symbolicznie: i. 1/,

(4) wymaz symbol wpisany do obserwowanej kratki — symbolicznie: i. 0.,
(5) zréb ruch warunkowy — symbolicznie: i. ? ./ k.,

(6) zrob ruch stop — symbolicznie: i. #,

gdzie i, J, k, przebiegaja zbior liczb naturalnych bez zera.

Niektore z powyzszych schematdéw instrukcji MP wymagaja komen-
tarza. | tak, numer na poczatku kazdej instrukcji (w naszym przypadku ,,i.””)
jest numerem instrukcji, ktora jest wykonywana. Wszystkie cztery pierwsze
schematy instrukcji na koncu maja ,,/.” — jest to liczba oznaczajaca numer
instrukcji, ktora maszyna ma wykonac jako nastgpna.

W schemacie (4) maszyna ma wymaza¢ symbol z obserwowanej kratki,
czyli kratka ma by¢ pusta, a to znaczy, ze ma si¢ w niej znalez¢ symbol 0
I tego typu instrukcja moze by¢ wykonana, jezeli obserwowana kratka jest
niepusta. Podobna uwaga dotyczy schematu (3): taka instrukcja moze by¢
wykonana, gdy kratka jest pusta. W przeciwnym przypadku instrukcje sa
traktowane jako niewykonalne,.

Schemat (5) nalezy rozumie¢ nastgpujaco: w i-tej instrukcji wykonasz
ruch w zaleznosci od tego, co rozpoznasz’ w obserwowanej kratce; jesli ob-
serwowana kratka zawiera symbol 0, to przejdz do instrukcji o numerze j,
a jesli w obserwowanej kratce rozpoznasz symbol I, to przejdz do instrukcji
o numerze k. W przypadku schematu (6) maszyna si¢ zatrzyma. Instrukcje
podpadajace pod schematy (5) oraz (6) nie zmieniaja stanu wewngtrznego MP

MP moze: albo si¢ zatrzymaé, wypetniajac instrukcje typu (6) — tzw.
poprawny stop, albo si¢ zatrzymac, nie mogac wykona¢ niewykonalnej in-
strukcji — tzw. niepoprawny stop, albo nigdy si¢ nie zatrzymac.

Programem dla MP nazwiemy dowolny skonczony, niepusty ciag in-
strukcji podpadajacych pod ktérys z szeSciu wymienionych schematow.

W poprawnym programie MP instrukcje musza by¢ utozone wedtug
kolejnos$ci numerdw instrukcji (tzn. i-ta instrukcja na i-tym miejscu w ko-
lejnosci pojawienia sie programie). Drugi wymog poprawnosci programu

8 Okreslenie “nastepnej’ znaczy; kolejnej zgodnie z porzadkiem okreslonym w zbiorze
liczb catkowitych.

® Maszyna bowiem umie rozpozna¢, czy obserwowana kratka jest pusta czy tez nie jest
pusta. Post [1936] s. 103.
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jest taki, ze jesli maszyna jakas instrukcje wykona i na mocy tej wykonanej
instrukcji ma przej$¢ do instrukcji o jakim$ numerze, to w programie musi
by¢ instrukcja o tym wskazanym numerze.

Aby program dla MP mégl zaczaé dziataé, nalezy go zapisa i ustawié
maszyn¢ nad polem o wspotrzednej zero (rodzaj standardowej pozycji)
z okreslonym stanem tasmy.

Przyktad programu dla MP:

Aby ten program moégt zadziata¢, nalezy dodatkowo okresli¢ stan tas-
my. Otéz czytnik jest nad kratka o wspotrzednej zero. Wszystkie kratki maja
wpisany symbol 0, oprécz kratki o wspotrzednej dwa, gdzie wpisany jest
symbol L.'"° Program ten przy zadanym stanie tasmy, jak Czytelnik moze sam
sprawdzi¢, doprowadzi do niepoprawnego stopu maszyny. Oczywiscie inny
stan tasmy dla tego samego programu moze da¢ inny rezultat, jak i inny
program dla tego samego stanu tasmy moze daé inny rezultat.

Jedna z najprostszych operacji obliczalnych, okreslonych w zbiorze liczb
naturalnych, jest z pewnoscig funkcja nastepnika. Ogoélnie rzecz biorac,
w naszej stylizacji maszyny Posta chodzi o to, by na taSmie byta zapisana
zadana z gory liczba naturalna n, ktéra na mocy przyjetej obecnie konwencji
przedstawia¢ bedziemy w postaci nieprzerwanego ciggu n+ 1 symboli I. Tak
wigc zero reprezentuje jeden symbol I, procz niego tasma jest pusta. Kon-
wencja ta utatwia pisanie programow. Nastepujacy program wykonuje ope-
racj¢ nastgpnika dla stanu wewngtrznego MP, gdy na tasmie jest zapisany
skonczony, nieprzerwany ciag symboli I, zas czytnik znajduje sie nad pier-
wszym symbolem | z lewej strony. Oprocz tego pozostate kratki tasmy sa
puste.

1.« 2.
2.1 3.
3. #

Program ten wypisze jeden symbol I bezposrednio w polu na lewo od
nieprzerwanego ciagu I-ek. Mozna ten prosty program przedstawi¢ w pos-
taci graficznej, za pomoca tzw. diagramu.

' Przyklad ten pochodzi z pracy V.A. Uspensky. Post’s Machine, Moscow 1983:
s. 16. Ksiazeczka Uspienskiego w duzym stopniu oddzialata na niniejsza prezentacje.
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Opis tego diagramu jest bardzo prosty. Do okregéw wpisane sa numery
reprezentujace kolejne wiersze programu. Strzatki skierowane sa do tych
okregow, ktore reprezentuja wiersze programu, do ktorego ma przejes¢ MP
po wykonaniu zadanej w biezacym wierszu operacji. Naturalnie, dla ztozo-
nych programow diagram jest bardziej skomplikowany. Mozliwe sa oczy-
wiscie diagramy, gdzie z jednego okregu wychodza dwie strzatki, co odzwier-
ciedla sytuacj¢ polecenia z instrukcji podpadajacej pod schemat (5). Rysu-
nek powyzszy (i inne) petni¢ moze rol¢ heurystycznego argumentu za row-
nowaznos$ciag maszyn Posta i maszyn Turinga. Tego typu diagramy dla ma-
szyny Turinga zwane sa czgsto z angielska flow graph.'' Dla tych maszyn
(Turinga) numery w okrggach oznaczaja stany wewngtrzne. 2

Kompletny program dla MP realizujacy operacj¢ nastgpnika dla najbar-
dziej ogdlnego stanu tasmy wyglada¢ moze tak: "’

1. 2 2./3.
2. « 4.

3. > 4.

4. ? 5./3.
5. T 6.

6. « 7.

7. ? 8./15
8. —» 9.

9. 72 10./8
10. I 11

11 — 12.
12. ?2 13./19.
13. « 14.
14. ? 5./13.
15. —»> 16.
16. — 17

17 2 23./18.
18. 0 16.
19. « 20.

"' Por. na przyklad znakomita ksiazke: G. Boolos, R. Jeffrey. Computability and
Logic, 3. ed., Cambridge 1989, oraz A.W. Mostowski, Z. Pawlak, Logika dla inzynie-
réw. Warszawa 1970. s. 236-242.

> Por. przyp. 7.

3 por. V.A. Uspensky. Post’s Machine. Moscow 1983. 5. 39-48.
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20. « 21.
21. 7 23./22.
22. 0 20.
23. #

Dla tego programu mozna naturalnie zbudowac¢ diagram. Gdy nad
strzatkami diagramu zapiszemy operacje, ktére wykonuje MP, to uzyskamy
niemal jednoznaczny flow graph maszyny Turinga.

Jak si¢ wydaje, Emil Post byl postacia nieprzeci¢tna. Na przykladzie
jego i innych wybitnych logikédw wida¢, jak nieposlednia rol¢ w badaniach
logicznych odgrywa baza filozoficzna. Post rowniez filozofowat przy okazji
swoich badan logicznych." W artykule Post [1936] s. 104-105, Post pisze:
‘Piszacy (the writer; tzn. sam Post — przyp. A.O.) spodziewa si¢, ze niniejsze
sformutowanie okaze si¢ by¢ logicznie rOwnowazne rekurencyjnosci w sen-
sie rozwinietym przez Gédla-Churcha.’ (ttum. A.O.). Cho¢ tego nie dowo-
dzi, to jednak jego przypuszczenie okazalo si¢ stuszne. Poza tym uwaza, ze
wartos¢ tego sformutowania (w postaci maszyn Posta) stuzy¢ ma ‘psycho-
logicznej wiernosci’ (psychological fidelity) dla hipotezy roboczej (working
hypothesis), zatem wymagajacej jeszcze pracy, na rzecz tego, co sformuto-
wal Church — mianowicie identyfikacji efektywnej obliczalnosci z rekuren-
cyjnoscia, czyli Tezy Churcha. Sam Church napisat na temat artykutu Posta
krytyczna i ‘kwasna’ recenzje."”

Post uwazat, podobnie zreszta jak Gddel, ze matematyczne pojgcie ob-
liczalnosci posiada charakter absolutny, niezalezny od przyjetego formaliz-
mu. Proponowal jednak. aby nie traktowa¢ powyzszej ‘hipotezy roboczej’ ani
jako definicji (jak tego chciat Church), ani jako aksjomatu, ale jako rodzaj
prawa natury. Sadze wigc, ze hipoteza ta, wraz z niezupetnoscia arytmetyki
Peano oraz wynikami Churcha o nierozstrzygalnosci pewnych problemow,
wypowiada prawdy, odnoszace si¢ do formalizmu jako takiego.

POST'S MACHINE
Summary

The aim of the article is to present the main idea of the so called Post’s Machine.
Contrary to Turing’s Machine, Post’s Machine is not so widely known. But some tind it much
simpler than the former. We begin by giving a short history of Post’s publication, then we
describe the definition of the Machine and give some easy examples of it. And finally we
make some general philosophical remarks concerning Church’s Thesis in this context.

'Y Przedstawienie interesujacych filozoficznie koncepcji Posta wymagaloby odrebnego ar-
tykutu,

'S A. Church, Reviev of Post [1936]. .The Journal of Symbolic Logic™ 2: 1937 ar I,
s. 43.



