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KS. JERZY DADACZYNSKI

KONCEPCJA NIESKONCZONOSCI W MATEMATYCE
I FILOZOFII ANTYCZNEJ

Tworca jednego z najwiekszych systeméw filozoficznych starozytnosci —
Arystoteles — poswiecit sporo uwagi filozofii matematyki. W zakresie ontologii
matematyki zajat stanowisko realizmu umiarkowanego, a zdaniem niektorych
wspofczesnych interpretatorow — nawet stanowisko konceptualizmu. Byla to
wigc koncepcja odmienna od tej, jaka zaprezentowat jego nauczyciel — Platon,
ktory byt skrajnym realista. Jesli chodzi o kwesti¢ Zrodet poznania matematycz-
nego, to w przeciwienstwie do Platona, opowiadajacego si¢ za aprioryzmem, byl
Arystoteles zwolennikiem empiryzmu genetycznego. Polozyt on bardzo wazne
zastugi dla pojmowania matematyki jako systemu aksjomatyczno-dedukcyjnego.
Nie traktowal matematyki jako zbioru nie powiazanych twierdzen, ale wlasnie
Jjako zbiér twierdzen powiazanych, dedukowalnych z niewielkiej liczby twier-
dzenh wyjsciowych.

Na koncepcji Arystotelesa wzorowat sie tworca pierwszego zachowanego
systemu geometrycznego — Euklides, zyjacy wiek po Arystotelesie, ktory przed-
stawit swa geometrie wlasnie jako system aksjomatyczno-dedukcyjny. Stagiryta
swoj pomyst budowy systeméw aksjomatyczno-dedukeyjnych zrealizowat, bu-
dujac sylogistyke zdai asertorycznych oraz sylogistyke zdan modalnych. Bedac
tworcg pierwszych teorii logicznych, nie powiazat ich jednak z matematyka, jak
chociazby G. W. Leibniz, ktéry stanal na stanowisku logicyzmu. Kierunek ten
prezentowat poglad, iz matematyka jest wyprowadzalna z logiki, to znaczy ter-
miny pierwotne matematyki mozna zdefiniowaé za pomoca terminéw logicz-
nych, zas aksjomaty matematyki mozna wyprowadzi¢ z twierdzen logiki.

U Arystotelesa, niektérzy interpretatorzy, uwazajacy jego ontologi¢ matema-
tyki za zblizona do konceptualizmu, doszukujq si¢ réwniez hipotetyzmu w kwe-
stii wartosci wynikéw uzyskiwanych w matematyce. Jest to poglad przeciwny
apodyktyzmowi, utrzymujacy, iz wyniki matematyki sa tylko warunkowo praw-
dziwe, jako konieczne nastgpstwa wydedukowane z pierwszych przestanek, kto-
re s tylko hipotezami (wzajemnie niesprzecznymi). Takie stanowisko byloby
metateoretyczng antycypacja wielosci nierownowaznych aksjomatyk tych sa-
mych dyscyplin matematyki. To stanowisko pozwalajace na przyktad zaakcep-
towac, obok geometrii Euklidesowej, rowniez geometrie nie-Euklidesowe'.

Juz ten pobiezny przeglad wskazuje, jak wszechstronny i nowatorski byl
wkiad Stagiryty w zakresie filozofii matematyki. Znany jest on jednak rowniez

! ng Jest wykluczone, ze w starozytnosci, juz za czaséw Arystotelesa, byty znane elementy
geometrii, ktore poZniej nazwano nie-Euklidesowymi. 1.Téth, opierajac si¢ wlasnie na analizie
niektorych tekstéw Arystotelesa, doszedt do wniosku, iz najpézniej w 1V wicku p.n.c. zajmowano
si¢ systemami geometrycznymi, w ktérych suma katéw trojkata nie byla réwna dwém katom pro-
stym, lecz wigksza lub mniejsza od tej wielkosci [por. I. Toth, Das Parallenproblem im Corpus
Aristotelicum. .Archive for History of Exact Sciences™ 1967. v. 3, s. 249-422].
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stad, ze podjal, palace w matematyce antycznej, szczegblowe zagadnienie z za-
kresu ontologii matematyki, mianowicie zagadnienie nieskonczonosci. Z mate-
matycznymi problemami dotyczacymi nieskonczonos$ci Arystoteles zostal zapo-
znany przez jednego z najwybitniejszych matematykow starozytnosci, Eudokso-
sa

Stagiryta jako pierwszy wprowadzit rozréznienie na nieskonczonosé aktualng
i potencjalng oraz zajat negatywne stanowisko w sporze o istnienie aktualne;j
nieskonczonosci. Rozréznienie dokonane przez Arystotelesa zostalo zaakcepto-
wane przez tradycje zaréwno matematyczna, jak i filozoficzna. Byto ono istotne
przez cale dzieje obydwu tych nauk. Szczegélnie ozywiona dyskusja na temat
istnienia nieskonczonosci aktuainej i potencjalnej byta toczona pod koniec XIX
i na poczatku XX wieku, w zwiazku ze stworzeniem przez G. Cantora teorii
mnogosci, ktéra w istocie byla teoria zbioréw (aktualnie) nieskonczonych oraz
w zwiazku z odkryciem antynomii teoriomnogosciowych. Jednakze naszkico-
wanie stanowiska Arystotelesa w zakresie zagadnienia nieskoficzonosci wymaga
wcezesniejszego opisu sytuacji, ktora w zwiazku z problematyka nieskonczono-
$ci zaczela si¢ tworzy¢ w matematyce antycznej poczawszy od V wieku p.n.e.

UwyrazZnienie sytuacji problemowej, ktéra powstata w matematyce V wieku
p-n.e., wymaga jednak z kolei uzycia pewnego instrumentarium, szczegélnie
odnosnie do pojecia nieskoniczonosci. Instrumentarium takie bylo tworzone za-
rébwno przez Arystotelesa, jak i przez matematykéow XIX wieku, gtéwnie B.
Bolzano, K. Weierstrassa, G. Cantora oraz R. Dedekinda. Dlatego omawiajac
problemy matematyki antycznej z V wieku p.n.e., trzeba uzy¢ — migdzy innymi
— rozroznienia Arystotelesa na nieskonczono$¢ aktualna i potencjalna. Z kolei
owocne odwolanie si¢ do narzedzi teoriomnogosciowych, stworzonych w XIX
wieku, pozwoli zaakcentowac, na marginesie rozwazan dotyczacych matematyki
i filozofii antyczne;j, aktualno$¢ antycznej problematyki nieskoficzonosci.

Oczywiscie matematycy antyczni zdawali sobie sprawe, ze ich twierdzenia,
na przyklad geometryczne, sa powszechne, to znaczy dotycza nie tylko skon-
czonej liczby obiektow, chociazby trojkatéw, ale ich nieskonczonego zbioru.

2 Eudoksos z Knidos (406-354) zyl wspolczesnie z Arystotelesem. Matematyki uczyl si¢ w
$rodowisku postpitagorejskim w Wielkiej Grecji. Jego nauczycielem byl Archytas. Przebywat w
akademii Platona. Jako pierwszy matemaltyk antyczny opracowal dwa bardzo wazne zagadnienia.
Stworzyl on teori¢ stosunkéw wielkosci. Teoria ta, odpowiednio zinterpretowana, pozwolitaby juz
w starozytnosci na $cisle wprowadzenie liczb rzeczywistych, w tym oczywiscie liczb niewymier-
nych. Eudoksos w swej teorii antycypowal wiele pomysléw, ktére wykorzystal w XIX wicku
R.Dedekind, wprowadzajac liczby rzeczywiste przez tzw. przekroje w zbiorze liczb wymiernych.
Poza tym Eudoksos stworzyl antyczne podstawy w zakresie teoril granic oraz rachunku calkowe-
go. Oczywiscie nie wprowadzil on explicite pojgcia granicy ciagu ani catki oznaczonej. Tym nie-
mniej antycypowat metody teorii granic oraz rachunku calkowego w tzw. metodzie wyczerpywa-
nia. Przy jej pomocy byl w stanie obliczy¢ miary wielu figur plaskich i stereometrycznych. W tej
dziedzinie, poza pracami Archimedesa. nic wniesiono w matematyce nic nowego az do XVII wie-
ku, kiedy powstal rachunek rézniczkowy i calkowy. Eudoksos byl obok Euklidesa i Archimedesa
postacig pierwszoplanowa w matematyce antyczne;.

Imi¢ Eudoksosa warto wspomniec¢ przy tej okazji z jeszcze jednego powodu. Podjat on mysl
Platona zbudowania modelu, w ktérym pozorne ruchy storica, ksi¢zyca i planet bylyby kombinacja
jednostajnych ruchéw kolowych. Opis pomyslowego modelu Skonslruowancgo przez Eudoksosa
zamlcszczalq Arystoteles oraz Simplikos. Taki model mozna bylo porusza¢. Trzeba to bylo |ednak
uczyni¢ przy pomocy jakiej$ ,sily z zewnatrz” Stad powstal pomysl ,.nieruchomego motoru”,
»nieruchomego poruszyciela” Pojgcie 1o przejal od Eudoksosa Arystotcles. a od tego drugiego §w.
Tomasz z Akwinu. wykorzystujac je w .pieciu drogach™ Warlo. by zajmujacy sie teodycea oraz
teologig wiedzieli, od kogo wywodzi si¢ tak wazne pojgcie ..nieruchomego poruszyciela™
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Jednak problem nieskonczonych zbioréw i ciagéw po:lawi% si¢ w istocie z cala
jaskrawos$cia w momencie odkrycia niewspotmiernosci

Do momentu odkrycia niewspdimiernosci podstawa definicji stosunku od-
cinkow a i b byt tzw. algorytm Euklidesa. Dzigki niemu znajdowano wspélng
miare f dwu odcinkéw i jesh a=mf, b=nf, gdzie m,n byly liczbami naturalnymi,
to a/b = m/n. Jesli jednak obydwa odcinki okazaly si¢ by¢ niewspoimierne, to
algorytm przestawat by¢ skoniczony. Stosunek a/b, przekatnej kwadratu, do bo-
ku jednostkowego mozna byto przybliza¢ kolejnymi utamkami dziesi¢tnymi /,
14, 1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, Ciag takich przyblizen byt jednak ciagiem
— a wiec 1 zbiorem — nieskonczonym. Gdyby byl ciagiem skonczonym (to zna-
czy stalym od pewnego momentu), to, jak bardzo tatwo mozna wykaza¢, stosu-
nek a/b mozna by przedstawi¢ za pomoca ilorazu dwu liczb naturalnych. Skadi-
nqg wiadomo byto, ze stosunek wymienionych dwu odcinkéw jest niewymier-
ny

Tak wiec w.matematyce antycznej pojawity si¢ w zwiazku z odkryciem nie-
wymiernosci ciagi, a zatem i zbiory nieskoficzone. Podobnie jak na przetomie
XIX i XX wieku zbiory nieskonczone weszly do matematyki przy rozwazaniu
problematyki liczb rzeczywistych oraz miary.

Problematyczna byta tez topologia odcinkéw — a wigc wielkosci ciagtych
geometrii pitagorejskiej. Wedtug jednej z koncepcji, rozwiazujacej kwestig bu-
dowy odcinka, sktadat si¢ on z punktéw — czgsci niepodzielnych. Tak na przy-
ktad Euklides definiowal intuicyjnie punkt jako cos, co nie miato czgsci. Takich
elementow, z ktorych miato sktadaé si¢ continuum liniowe, winno by¢ wedtug
wspomnianej koncepcji nieskonczenie wiele.

Oproécz zbiorow nieskoficzonych w matematyce antycznej pojawily si¢ nie-
skonczone procesy. Dotyczylo to procedur wyznaczania pdl figur ptaskich i ob-
jetosci bryl. Najbardziej znane zagadnienie z tej dziedziny to tzw. kwadratura

* Wiadomosci na temat antycznych analiz zagadnienia nieskonczonosci zaczerpniglo z pracy I.
G. Baszmakowej [I. G. Baszmakowa, Gregja starozytna, w: Historia matematyki, red. A. P
Juszkiewicz, tlum. z rosyjskiego S. Dobrzycki. t. I, Warszawa 1975, s. 96-102 (64-115)].

* Jak pokazaly badania dotyczace podstaw analizy, prowadzone pod koniec XIX wicku przez
K. Weierstrassa. G. Cantora. R. Dedekinda, dla wprowadzenia niewymiernych liczb rzeczywistych
konieczne jest poslugiwanic si¢ jakas forma ciagdw (zbiorow) nieskonczonych. I tak na przyklad
G. Cantor (i podobnie K. Weierstrass) definiowal liczb¢ rzeczywista jako klas¢ nieskoriczonych
ciagow wspalzbieznych liczb wymiernych. A zatem liczbg¢ niewymicrna bgdaca dodatnim pier-
wiastkiem z 2 definiowaly wszystkie nieskoficzone ciagi liczb wymiernych, wspélzbiezne z nie-
skonczonym ciagiem /, /.4, 1,41, 1,414, 1.4142, 1,41421,

Odkrycie niewymiernodci bylo bardzo donioslym. ale i destrukcyjnym wydarzeniem w mate-
matyce i szerzej - w mysli starozytnej. Zburzyto caly koncepcije filozoficzna pitagorcjczykéw. Byli
oni przekonani - na podstawie odkry¢ w zakresie akustyki i astronomii - ze podstawowym budul-
cem rzeczywistosci, poszukiwanym arche (w zaleznosci od interpretacji: materialnym. badZ. po
raz pierwszy w dziejach. formalnym) jest liczba. Skoro jednak stosunku dwu odcinkdéw nie dato
si¢ przedstawi¢ jako stosunku dwu liczb naturalnych, to stanowisko ontologiczne pitagorejczykow
musialo upas¢. Zreszta to najprawdopodobniej oni jako pierwsi odkryli nicwymiernosci. Mialo
ono skutki nie tylko w zakresie filozofii pitagorejczykow. O wiele istotniejsze byly nastgpstwa w
matematyce. Na antycznym etapie rozwoju matematyki niemozliwa stala si¢ arytmetyzacja geo-
metrii. Arytmetyke liczb naturalnych przestano uwazac za dyscypling podstawowa matematyki,
taka. do ktorej wszystkie inne sa sprowadzalne. Od tego momentu zaczal dominowa¢ inny poglad.
To geometria. w ktorej mozna bylo konstruowaé niewymiernosci, miata sta¢ si¢ podstawows dys-
cypling matematyki. Zaczgto geometryzowa¢ arytmetyke. Dopiero Kartezjusz, opierajac sig na nie
uscislonym pojeciu liczb rzeczywistych. arytmetyzowal geometrig, tworzac geometri¢ analityczna,
Trzecia arytinclyzacja matematyki miata miejsce w drugiej potowie XIX wieku. dzieki $cislemu
wprowadzeniu liczb wymiernych przez K. Weierstrassa. G. Cantora oraz R. Dedekinda.
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kota. W V wieku p.n.e. Antyfon starat si¢ w nastgpujacy sposob rozwiazaé po-
zytywnie to zagadnienie. W koto nalezy wpisa¢ kwadrat. Oczywista jest mozli-
wos¢ skonstruowania takiego kwadratu poza kotem. Nastepnie nalezy w koto
wpisaé wielokat, podwajajac liczbg jego bokéw w stosunku do wpisanej figury
wyjsciowej. Mozna skonstruowaé kwadrat réwny polu takiego o$miokata. Taka
procedur¢ mozna powtarza¢ wielokrotnie, podwajajac za kazdym razem llcsz
bokdéw wielokata wpisanego w koto i konstruuj jac kwadrat o powierzchni rowne;j
powierzchni wielokata.

Zdaniem Antyfona koto jest wielokatem posiadajacym nieskonczenie wiele
bokéw. Zatem i dla kota mozna zbudowaé stosowny kwadrat, o polu réwnym
polu danego kota. Antyfon, opierajac si¢ na wskazanym zatozeniu, pozytywnie
rozstrzygnat problem kwadratury kota. Jednak juz Arystoteles wskazywat na
zbyt daleko idace uogodlnienie, ktorego dokonat Antyfon. Czym innym jest
przyjecie, ze koto jest wielobokiem o bardzo wielkiej liczbie bokéw, z ktdrych
kazdy jest bardzo maty, czym innym zas powiedzenie, ze koto jest wielobokiem
o nieskonczonej ilosci bokéw. Wcale bowiem nie wiadomo, czy wiasciwosé,
ktora posiada wielobok o skonczonej liczbie bokéw, musi posiadaé rowniez
wielobok o nieskonczonej liczbie bokow’

Generalnie nalezy stwierdzié¢, ze problematyka zwiazana z niewymierno-
sciami (liczbami rzeczywistymi) oraz z miarg ujawnila trudnosci wynikajace z
koniecznosci postugiwania sie¢ zbiorami, ciagami, procesami nieskonczonoscio-
wymi oraz pojeciem ciaglosci. Trudnosci te zaczgto ujawniaé w matematyce i
filozofii antycznej poczawszy od V wieku p.n.e. Byly one powodem sporéw i
dyskusji uczonych, podobnie jak pokrewne kwestie na przetomie XIX i XX
wieku byly powodem dyskusji wokét podstaw matematyki.

Wspomniane trudnodci zostaly najlepiej wyeksplikowane przez czionka
szkoty eleackiej, zyjacego w V wieku p.n.e., ucznia Parmenidesa, Zenona z Elei.
Zenon postugiwat si¢ rozumowaniami dedukcy_mymn nie wprost® Znane s
przede wszystkim jego aporie dotyczace zagadnienia ruchu. Wykazujac
sprzeczno$ci zwigzane z ruchem — a w istocie z pojeciami nieskonczonosci oraz
cigglosci — wskazywal na konieczno$¢ odrzucenia ruchu. Preferencje, ktore w
szkole eleackiej dawano nie obserwacjom fizycznym zmiennego $wiata zjawi-
skowego, lecz rozumowaniom dedukcyjnym, opartym na stworzonej przez Par-
menidesa logice, powodowaly, iz odrzucano ruch, zmiennos¢, jako co$ sprzecz-
nego’ Jak juz zaznaczono, aporie Zenona ujawnily trudnosci zwiazane z poje-

* Tak wlasnie przebicgala krytyka rozwiazania problemu kwadratury kola Antyfona. przepro-
wadzona przez Arystolelesa Dopiero w X1X wieku wykazano, ze nie da si¢ skonstruowaé kwa-
dratu o powierzchni réwnej danemu kolu. Wowczas to F.Lindemann udowodnil, ze liczba & nie
jest liczbg algebraiczng [por. F. Lindemann. Uber die Zahl m. .Mathematische Annalen™ 15
(]882) Bd. 20. s. 213-225).

Dowody takie oparte byly na wprowadzonej przez Parmenidesa ontologicznej i metalogicz-
nej zasadzie niesprzecznosci.

Nalezy w tym miejscu jeszcze raz podkresli¢ zaslugi, jakic dla rozwoju samej matematyki i
koncepcji matematyki jako wiedzy aprioryczno-dedukcyjnej ma Parmenides i szkola e¢leacka. Par-
menides nie akceptowal budowania wiedzy na obserwacji Swiata zjawiskowego, lecz na deduk-
cjach, w ktorych kierowal si¢ odkrytymi przez siebic prawami logiki: tozsamosci i sprzecznosci.
Wowczas gdy wiedza oparta na rozumowaniu dedukcyjnym nie zgadzata si¢ z wiedza opartg na
poznaniu zmystowym, akceptowal t¢ pierwsza, odrzucajgc druga. Dla wiedzy aprioryczne) wska-
zywat odmienny przedmiot, inny niz swiat zjawiskowy. Ta koncepcja Parmenidesa zastosowana
do matematyki przez pitagorejczykéw i ich antycznych nastgpedw pozwolila uczynié z matematyki
wiedzg niecogladowa, oparta jedynie na przyjgtych zalozeniach oraz regulach przeksztatcania zdan,
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ciami nieskonczonosci oraz ciagtosci. Oprdcz znanych aporii ruchu dochowato
si¢ w przekazach kilka tzw. aporii mnogosci

Jedna z aporii mnogosci mozna nazwac aporia miary. Jest ona sformufowana
nastepujaco: ,,jesli istnieje mnogos¢, to powinna ona jednoczesnie by¢ wielka
i mata, i1 przy tym wielka bez granic i mafa do zniknigcia”

Trudnosci ujawnione w tej aporii mozna zobrazowa¢ w sposob nastgpujacy.
Niech dany bedzie odcinek, ktéry jest zbiorem nieskonczonym elementéw ato-
mowych, a wigc niepodzielnych. Niech owymi elementami atomowymi beda
punkty. Wowczas istnieja dwie mozliwosci, w zaleznosci od tego, jaka wielko$¢
beda mialy owe atomowe, niepodzielne punkty:

1. miara (dlugosé, wielkos¢) punktu rowna jest zeru. Suma zer daje zero.
Zatem — poniewaz przyjmowano po cichu, ze nawet nieskoficzona suma zer daje
zero — miara odcinka jest rowna zeru;

2. miara kazdej niepodzielnej czg$ci jest rozna od zera. Przyjmowano milcza-
co, ze miara kazdej niepodzielnej czg¢sci jest taka sama, chociaz dla dalszych
rozwazan mozna tez wybra¢ miar¢ najmniejsza, gdyby byly one rézne. Miara
nieskoficzonej liczby takich wielkosci jest nieskoniczona. Mozna przeciez diu-
gos$¢ niepodzietnej czesci (albo najmniejszej czgsci) potraktowac jako jednostke
miary. Zatem odcinek jest nieskonczony, sklada si¢ z nieskonczonej liczby jed-
nostek.

Tak wigc — i to jest wniosek pierwszy eleatow — nie ma odcinkdow o wielko-
sci skonczonej, réznej od zera, co sprzeczne ;est z naocznym doswiadczeniem.
Albo sg one rowne zeru, albo sa nieskoriczone

W kazdym razie z dychotomii tej wynika, ze nie mozna poda¢ miary odcinka
jako sumy miar jego czesci niepodzielnych. Generalnie miara zbioru nie jest
réwna sumie miar jego elementéw. Za$ punkty to elementy zbioru, jakim jest
odcinek. Wspdtczesnie rozwiazuje si¢ cale zagadnienie w ten sposob. ze naj-

Tylko w ramach takiego apriorycznego. nieogladowego rozumienia matematyki mozna bylo zbu-
dowac geometri¢ niecuklidesowa, niezgodng z potocznym .ogladem™ geometrycznym, a takze w
ramach matematyki stosowancj - astronomii - teori¢ heliocentryczna, takze niczgodna z potocznym
doswiadczeniem. Ideal nauki nicogladowej. apriorycznej. zaowocowal matematyka pitagorejska, w
ktorej w dowodach odwolywano sie do regut wnioskowan dedukcyjnych, a nie do przykladéw -
rysunkdw figur geometrycznych itd. Ta koncepcja nicogladowosci matematyki zostala podjgta w
Platona koncepeji matematyki.

8 Aporie ruchu Zenona zostaly zachowane w Fizyce Arystotelesa. Natomiast urywki aporii
mno‘go‘s'ci podaje komentator Arystotelesa, Simplikos.

- Eleaci wyciagali zapewne z tej aporii wnioski zgodne z broniona przez nich ontologig, Par-
menidesa, monistyczna, antypluralistyczna. Aporia ma charakter okresu warunkowego: .jesli ist-
nicje mnogosc, o Mnogo$é byla tu rozumiana jako wielosé (zbior) nieskoficzona elementéw
niepodzieinych - jakby-atoméw. Zatem jest to argument przemawiajacy za niemozliwoscia istnie-
nia wielodci (zbiorow) nieskonczonych. Warto tez zauwazyé, ze eleaci odwolywali si¢ jednak,
wbrew swemu programowi. do pewnego rodzaju naocznosci. wskazywali mianowicie na empi-
ryczne. skonczone i rézne od zera odcinki. One wiasnie dawaly sprzecznosé z otrzymywanymi w
wyniku rozumowania odcinkami zerowymi i nieskoniczonymi. Argument Zenona nie negowal
jeszeze podstaw stanowiska pluralistycznego w ontologii. ale go oslabial. dopuszczajac jedynie
skonczony zbior bytéw. Klasyczne wyjscie z tej aporii Zenona, jakic przyjeto w matematyce w
czasach antycznych. zostalo sformulowane przez Anaksagorasa (V wiek p.n.c.): ,.w malym nie
istnicje najmnigjsze, lecz zawsze jest jeszcze mniejsze™ Poglad ten odrzuca istnienie czg¢sci niepo-
dzieinych. Dopuszcza natomiast podzielno$¢ wielkosci (odcinka) w nieskoficzono$é, przy czym w
danym momencie odcinek podzielony jest zawsze skoficzong ilosé razy. Akceptowano tu istnienie
nieskoficzonoscei potencjalne), ale ni¢ aktualnej.



40 KS. JERZY DADACZYNSKI

pierw wyznacza si¢ miary pewnych przedzialow, a nastgpnie systemem takich
przedzialéw ,,pokrywa si¢” dany zbior.

Obok mniej znanych aporii mnogosciowych, znaczenie dla zarysowania pro-
blematyki nieskonczonosci w aspekcie matematycznym majg aporie ruchu. Po-
siadaja one swoje znaczenie fizyczne. Eleaci za ich pomoca starali si¢ wykaza¢,
ze ruch jest niemozliwy'®. W niniejszych rozwazaniach nie potozono akcentu na
wydzwigk fizyczny aporii ruchu, lecz ich znaczenie dla pojmowania nieskon-
czonosci w czasach antycznych.

Wedtug argumentacji przedstawionej przez Zenona w aporii dychotomii,
cialo, ktore si¢ porusza, nigdy nie przebedzie calej drogi. nie osiagnie jej konca.
Najpierw bowiem musi ono dojs¢ do potowy drogi, potem do potowy potowy,
dalej do potowy potowy potowy catej drogi, itd. w nieskonczonos¢. Zatem nigdy
nie dojdzie do konca. Apori¢ t¢ mozna rowniez przedstawi¢ nastgpujaco. Punkt
M porusza si¢ po odcinku jednostkowym 4B od punktu 4 do punktu B. Zanim
dojdzie on jednak do punktu B, musi przeliczyé nieskoficzony zbior srodkow A{
4; ..., An . Znaczy to tyle, ze nigdy nie dojdzie on do punktu koncowego B'
Dlaczego zatem w rzeczywnstoscn fizycznej, ktora realizuje podany model, punkt
B jest zawsze osiagany?

W aporie te uwiklanych jest kilka kwestii matematycznych. Podstawowy
problem to ten, czy w matematyce wolno postugiwa¢ si¢ zbiorami aktualnie nie-
skoriczonymi? -~ W tym wypadku, czy mozna traktowac zbior wszystkich liczb
naturalnych jako gotowy, dany w catosci, w jednym momencie ze wszystkimi
swoimi elementami? Woéwczas mozna by wprowadzi¢ nowa, pozaskonczong

'® W koncepcji Parmenidesa istnial Jeden nieruchomy byt.
"' Wedlug [. G. Baszmakowej aporii tej nie rozwiazuje fakt, iz nieskoficzona suma szeregu o
g S | ap J azuj 2

wyrazie ogolnym [/2" wynosi jeden. Dla wyjasnienia, na czym polega istota aporii dychotomii, |.
G. Baszmakowa powoluje si¢ na przykiad podany przez H. Weyla. Niech bedzie dana maszyna
(komputer), ktdra wykonalaby pierwsza operacj¢ w 1/2 minuty, druga w 1/4 minuty. kolejng w
1/8 minuty, itd. Taki komputer moglby w ciggu minuty przeliczy¢ wszystkie liczby naturalne.
Mozna by go i tak zaprogramowaé, by dla kazdej kolejnej liczby naturalnej. w zadanym czasie,
ciagle o polowe krotszym, sprawdzil, czy posiada ona pewna okreslona wlasnos¢, na przyklad, czy
jest rozwiazaniem jakiego$ rownania. W ten sposob komputer moglby w ciggu minuty rozwiazac
kazde zagadnienie z teorii liczb, zwigzane z problemem egzystencji, chociazby wielkie twierdzenie
Fermata. Oczywiscie fizyczne skonstruowanie takiego komputera jest niemozliwe [por. Basz-
makowa, dz. cyt.. s. 99].

2 Eleaci z aporii dychotomii ‘wyciagali wniosek o nicistnieniu ruchu, byt jest stale w spoczyn-
ku. Dane zmyslowe przeczace osiaganiu punktu B w rzeczywistosct zmyslowej odrzucali jako my-
lqu. Nle uznawali oni poznania empirycznego, a jedynie aprioryczne.

3 R. Dedekind zdefiniowal pod koniec XIX wieku refleksywnie zbior nieskoficzony jako
zbidr. ktéry jest rownoliczny z jakim$ swoim podzbiorem wlasciwym. Zbior jest rownoliczny z
jakim$ zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja jedno-jednoznaczna przeksztalcajaca
pierwszy ze zbioréw na drugi. Tym samym pojgciem zbioru nieskonczonego poslugiwal si¢ G.
Cantor. Analiza tekstow B. Bolzano pokazuje, ze w zasadzie on byl prekursorem refleksywnej
definicji zbiorow nieskonczonych.

W prowadzoncj tu dyskusji posluzono si¢ terminologig ..zbiory aktualnie i potencjalnic nie-
skoficzone™ O nieskoniczonosei aktualnej i potencjalnej jako pierwszy pisal w IV wieku p.n.e.
Arystoteles. Jednak terminologia ta jest przydatna dla ukazania problematyki ujawnionej wick
wczesniej w szkole elcackiej. Przy tym trzeba stwierdzi€, iz nie ma precyzyjnej definicji nieskon-
czonosci aktualnej i potencjalnej. Jest to terminologia odwolujaca si¢ do pewnej intuicji nieskon-
czonosci. W wypadku zbiorow aktualnic nieskonczonych powiada sig, ze stanowig one co$
.gotowego™, ..danego w tym momencic jako calo$¢™ Natomiast w wypadku nieskonczonosci po-
tencjalnej podaje si¢ pewien paradygmat - to co$, co ,moze rosnaé ponad wszelka granicg™ ale
stale jest czyms skofnczonym.
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liczbe porzadkowa, nast¢pujaca po wszystkich, uporzadkowanych wedtug wiel-
kosci, liczbach naturalnych. Wprowadzenie to odbytoby si¢ na podstawie naste-
pujacego schematu:
{0} > 1;
{0, 1} - 2;

[01 ..n.}->0.

Widaé, ze w wypadku ostatniego kroku zbiér nieskonczony wszystkich liczb
naturainych potraktowany zostal podobnie, jak wszystkie wystgpujace przed
nim zbiory skonczone. Zostal on uznany za co$ gotowego, aktualnie danego ze
wszystkimi swoimi elementami.

Wedlug teorii mnogosci G. Cantora, z konca XIX wieku, wprowadzenie ta-
kiej liczby pozaskonczonej w jest uprawnione. Istnieje bowiem aktualnie nie-
skoniczony zbiér liczb naturatnych'

Postugujac si¢ pozaskonczonymi liczbami porzadkowymi wprowadzonymi
przez G. Cantora, mozna twierdzic, iz wybrany wczesniej punkt M osiaga sro-
dek odcinka 4B, to znaczy punkt 4; w chwili ¢,, polowe polowy odcinka, to zna-
czy punkt 4, w chwili 1,, ..., punkt 4, w chwili 7, ..., za$ punkt B (= 4,) w
chwili ¢, Zatem wprowadzenie pozaskoniczonych liczb porzadkowych ponie-
kad rozwiazuje apori¢ dychotomii. Tyle tylko, ze to rozwiazanie zostato zapro-
ponowane pod koniec XIX wieku. Matematycy i filozofowie antyczni znali tyl-
ko liczby skonczone, naturalne'® Dlatego nie wprowadzili pierwszej liczby po-

" G. Cantor swe przekonanie o istnieniu aktualnie nieskonczonego zbioru liczb naturalnych
oparl na zasadzie, ktéra mozna nazwac heurystyczng zasada Gutberleta. Wedlug niej kazda nie-
skoiiczonos¢ potencjalna zaklada istnienie zwigzanej z nig nieskoficzonosci aktualnej. Kazdy ak-
ceptuje. ze zbior liczb naturalnych tworzy przynajmniej potencjalnie nieskoficzony zbior. Zgodnie
z zasady neotomisty K. Gutberleta, taki zbiér musi mieé jako .,podioze” gotowy, dany ze wszyst-
kimi elementami zbiér aktualnie nieskoficzony [por. K. Gutberlet. Das Unendliche metaphy-
sisch und mathematisch betrachtet. Mainz 1878).

W XIX wieku. dzigki pracom B. Bolzano, K. Weierstrassa, G. Cantora, R. Dedekinda nasta-
pilo swoiste polaczenie trzech pojeé: zbioru, nieskoficzonosci i liczby (nieskoficzonej). Pojecie
zbioru starano si¢ definiowaé. na przyklad jako wielosé, ktéra da si¢ pomysleé jako jednosé.
Oczywiscie takie intuicyjne okreslenia nie mogly wej$¢ do matematyki. Ostatecznie pojecie zbio-
ru. elementu i relacji nalezenia elementu do zbioru przyjeto jako terminy pierwotne aksjomatycz-
nych uj¢¢ teorii mnogosci (np. E. Zermelo). Zbiory nieskoficzone zdefiniowano refleksywnie.
wprowadzajac najpierw pojecie rownolicznoscei zbioréw. Natomiast liczby, w tym liczby nieskon-
czone. definiowano jako klasy abstrakcji wzglgdem relacji réwnolicznosei w klasie zbioréw.
8czywi$)cie nalezy tu pamigtac. iz pojecie zbioru wszystkich zbioréw jest antynomijne (antynomia

antora).

_ " I. G. Baszmakowa pedaje, ze R. Baire na podstawie takiej wlasnie konstrukcji wprowadzit
liczbe porzadkowa . nast¢pujaca jako pierwsza po wszystkich liczbach naturalnych [por.
Basl‘%makowa. dz. cyt..s. 100].

W czasach antycznych liczbami byly w zasadzie tylko liczby naturalne. Funkeje liczb wy-
miernych speinialy stosunki liczb naturalnych. Znali je juz pitagorejczycy. Stosunki te nigdy w
czasach starozytnych wprost nie zostaly nazwane liczbami. Eudoksos wprowadzil rowniez do ma-
tematyki stosunki pomigdzy wielkosciami (liczbami naturalnymi, odcinkami, polami, objgtloscia-
mi). Stosunki wielkosci spelnialy w starozytnosci funkcjg liczb rzeczywistych. Aparat stosunkow
wielkosci stworzony przez Eudoksosa byt w zasadzie wystarczajacy do scislego wprowadzenia
liczb rzeczywistych. Na pomysle Eudoksosa wzorowal si¢ R. Dedekind konstruujac w XIX wicku
teorig liczb rzeczywistych. W Sredniowieczu w srodowisku arabskim oraz chrzescijanskim zaczeto
traktowa¢ stosunki wiclkosei jako liczby. wprowadzajac dla nich operacje arytmetyczne. 1. Newton
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rzadkowej, pozaskonczonej. Poza tym, przynajmniej pozornie, z powodu nie-
wilasciwego ustalenia relacji kwantytatywnych pomigdzy zbiorami nieskonczo-
nymi przyjecie istnienia zbioréw aktualnie nieskonczonych grozito powstaniem
paradoksow, na ktdre pozniej zwrocili uwage matematycy perscy, Galileusz i G.
W Leibniz.

Paradoksy braly si¢ stad, ze dwa zbiory traktowano jako réwne wtedy i tylko
wtedy, gdy istniala relacja wzajemnie jednoznaczna, przeksztatcajaca jeden
zbior na drugi. Zbior traktowano jako mniejszy od danego wowczas, gdy byt on
podzbiorem wiasciwym danego zbioru lub rownoliczny z jego podzbiorem wia-
Sciwym. Kiedy jednak brano pod uwagg zbiory nieskonczone, wowczas zdarzato
si¢, ze dany zbior byt rdwnoliczny z pewnym zbiorem, a rownoczesnie byt jego
podzbiorem wilasciwym. W mys$l przeddedekindowskiego okreslenia relacji
kwantytatywnych pomigdzy zbiorami, dany zbiér byt réwny pewnemu zbiorowi,
a rownoczesnie byl mniejszy od niego. Przeczylo to antycznemu aksjomatowi
matematycznemu, ktéry jako piaty aksjomat umieszczony jest w Elementach
Euklidesa i stwierdza, iz ,,calos¢ jest wigksza od czesci” Przykladem dwu ta-
kich zbioréw sa: ciag kwadratéow liczb naturalnych /1. 4,9, »n°  oraz zbior
wszystkich liczb naturalnych'” Istnieje funkcja odwzorowujaca wzajemnie jed-
noznacznie zbior liczb naturalnych na zbidr ich kwadratéw f- n—n° Z drugiej
strony zbiér kwadratow liczb naturalnych jest podzbiorem wiasciwym zbioru
liczb naturalnych, do pierwszego zbioru nie nalezy liczba 2, do drugiego zas
nalezy. A wigc w mysl przyjetych okreslen relacji kwantytatywnych pomigdzy
zbiorami, zbiér kwadratéw jest réwny zbiorowi liczb naturalnych, a réwnocze-
$nie od tego zbioru jest mniejszy. To z kolei jest niezgodne z antycznym aksjo-
matem, iz ,,catos$¢ jest wieksza od czesci” Antyczni mysliciele nie znali jeszcze
galileuszowych paradokséw teoriomnogosciowych, ale gdyby je znali, bylby to
dla nich kolejny argument za odrzuceniem istnienia zbioréw aktualnie nieskon-
czonych. Statoby si¢ tak ze wzgledu na pozorng sprzecznos¢ rownosci i mniej-
szosci zbioréw oraz ze wzgledu na niezgodnos¢ koniunkeji tych relacji z aksjo-
matem antycznym orzekajacym, ze ,,catos¢ jest wigksza od czgsci”

W XIX wieku paradokséw teoriomnogosciowych uniknigto, modyfikujac
relacje kwantytatywne pomig¢dzy zbiorami. Pozostawiono definicj¢ réwnosci
zbioréw jako tych, ktére mozna wzajemnie jednoznacznie przeksztaicié jeden na
drugi. Natomiast w przypadku relacji ,,bycia mniejszym niz” zazadano dwu wa-
runkéw: bycia podzbiorem wiasciwym danego zbioru oraz nieistnienia funkcji
przeksztalcajacej wzajemnie jednoznacznie jeden zbiér na drugi. W ten sposéb
G. Cantor wykluczyl mozliwo$é zachodzenia réwnoczesnego: relacji réwnosci i
mniejszosci pomigdzy dwoma zbiorami. Natomiast wystepowanie réwnoliczno-

nazywal stosunki wielkosci liczbami: ,przez liczb¢ rozumiemy nie tyle zbidr jednosci. ile ab-
strakcyjny stosunek jakiejkolwick wielkosci do drugiej wiclkosci tego samego rodzaju, przyjgtej za
jednostke. Liczba moze by¢ w trzech postaciach: calkowita. ulamkowa i niewymicrna (surdus).
Calkowita jest taka liczba, ktora wymierza jednosci: ulamkowa - calkowite czgsci jednosci; liczba
niewymierna jest niewsp6imierna z jednoscia™ [I. Newton. Arithmetica universalis sive de com-
positione et resolutione arithmetica liber, Cantabrigiac 1707: cyt. za: A. P Juszkiewicz Aryt-
metyka i algebra, w: Historia matematyki, red. A. P Juszkiewicz, tlum. z rosyjskiego S. Dobrzyc-
ki. t. [I. Warszawa 1976, s. 40 (26-60)]. Jesli chodzi o liczby ujcmne to sprawialy one w starozyt-
nosci wiele klopotu. Odnoszac si¢ do praktyki kupicckiej okreslano je jako ..dlug™ Dopicro postg-
py algebry w XVI i XVII wieku pozwolily wartosci ujemne nazwac liczbami 1 opatrzeé znakiem
~minus
'7 Jest to przyklad pochodzacy od Galileusza.
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$ci zbioru i nadzbioru wilasciwego potraktowano jako wiasnosé¢ definicyjna
zbioréow nieskonczonych. W tym znaczeniu odsunigto antyczny aksjomat,
stwierdzajacy, ze ,,calos¢ jest wigksza od czgsci”. Catos¢, w wypadku zbiorow
nieskonczonych, byta ,.z definicji” réwnoliczna (réwna) z czgscia.

Oczywiscie w XIX wieku okazalo si¢, ze dowolne operowanie zbiorami nie-
skonczonymi prowadzi do antynomii. Tym razem nie mozna ich bylo wyelimi-
nowac, modyfikujac relacje kwantytatywne migdzy zbiorami. Te pozostawiono.
Natomiast aksjomatyczne teorie mnogosci budowano tak, by nie wprowadzac
zbiorow ,,zbyt duzych” Jest to tak zwane (B. Russell) ,,ograniczenie rozmiaru”
(,,limitation of size”).

Inna aporia Zenona to tzw. Achilles i z6tw. Z aporii tej wynika, ze Achilles,
ktéry w mitologii greckiej uchodzit za szybkobiegacza, nigdy nie dogoni zdtwia,
ktory jest uosobieniem powolnosci. Niech bowiem Achilles znajdzie si¢ w odle-
glosci a za zétwiem i biegnie od niego k razy szybciej. W momencie, kiedy
Achilles dojdzie do punktu, z ktérego wychodzit z6tw, a zatem przejdzie odci-
nek o dtugosci a, zotw, ktory jest k razy wolniejszy, przejdzie odcinek a/k. Na-
stegpnie kiedy Achilles przejdzie odcinek a/k, wowczas z6tw, zdazy juz pokonac
odcinek a/k” itd. Zawsze pomiedzy Achillesem a zotwiem pozostanie réznica
wieksza od zera.

W aporii Achillesa i zétwia wystepuje ta sama trudnos¢, co w aporii dycho-
tomii. Chodzi o przeliczenie nieskoficzonego zbioru odcinkow. Powstaje pyta-
nie, czy mozna przyjac istnienie zbioru aktualnie nieskonczonego, a zatem i
Liczb pozaskonczonych, za pomoca ktérych mozna by przeliczy¢ kolejne odcin-

i

Oprocz tej trudnosci w aporii Achillesa i zotwia wystepuje jeszcze inna.
Niech bedzie tak, ze w chwili ¢, Achilles jednak dogoni z6twia. Drogi przebyte
przez Achillesa oraz przez z6twia mozna zapisa¢ nastepujaco:

Si=a+ak+ a/k +
Sy = ak + a/k’ + a/k’

Mozna teraz zauwazy¢ pewna paradoksalng wlasciwo$é obydwu zbiorow
odcinkow. Z jednej strony Achilles powinien przebiec do momentu dogonienia
z6twia doktadnie tyle samo odcinkéw, co ten drugi, kazdemu bowiem odcinko-
wi o diugosci a/k” przebytemu przez Achillesa odpowiada odcinek a/k” ' W
przypadku pierwszych odcinkéw Achillesowemu a/k”, czyli a, odpowiada 24t
wiowy odcinek a/k', czyli a/k. Natomiast, z drugiej strony, istnieje funkcja
wzajemnie jednoznaczna przyporzadkowujaca kazdemu odcinkowi przebytemu
przez z6twia rowny co do dlugoéci odcinek drogi, ktéry musi przebiec Achilles.
Zawsze n-temu odcinkowi drogi zétwia odpowiada co do dlugosci n+1 odcinek
drogi Achillesa. Pierwsza czgé¢ drogi Achillesa, ta o dtugosci a, nie jest w tym
przyporzadkowaniu wzigta pod uwage. Zatem do momentu spotkania Achilles
musi przeby¢ o jeden odcinek drogi wigcej niz z6tw; jest to odcinek pierwszy o
diugosci a. Jesli oznaczy sie liczbe odcinkéw pokonanych przez z6twia litera S
(gdzie ﬁ jest w istocie pozaskoniczong liczba porzadkowa), to wowezas otrzy-

muje si¢ réwnosc:
1+B=5
Jest to pogwalcenie antycznego aksjomatu Euklidesowego ,,czg$é jest wiek-

sza od catosci” Dlatego tez matematycy i filozofowie antyczni odrzucili teze, ze
istniejg zbiory ( w tym wypadku odcinkéw) aktualnie nieskoficzone. Natomiast
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trzeba doda¢, ze w Cantorowskiej teorii mnogosci, po zaakceptowaniu istnienia
zbiorow aktualnie nieskoficzonych i wprowadzeniu liczb pozaskonczonych, jako
twierdzenie funkcjonowato réwnanie / + @ = w. Jednakze w teorii tej nie funk-
cjonowat juz antyczny aksjomat, umieszczony u Euklidesa, ktory stwierdzal, ze
»catos¢ jest wigksza od czesci” Zbiory nieskonczone byly wowczas definiowa-
ne — jak to juz wczesniej wskazano — refleksywnie, jako te zbiory, ktorych pod-
zbiér wlasciwy jest rownoliczny z catym zbiorem.

Znaczenie matematyczne posiada rowniez aporia stadionu. Aporia ta wynika
z zatozenia, ze po prostych réwnoleglych (po stadionie) poruszaja si¢ rowne
masy, o rownych predkosciach, w kierunkach przeciwnych. W tej aporii 4,, 4,
A; A, oznaczaja masy nieruchome, spoczywajqce na stadionie, B, B, B;, B,, -
masy ktore poruszajg si¢ w prawo, natomiast I, I 2 Iy, I, — masy poruszance
si¢ w lewo. Poszczegélne masy 4,, B;, I'; w tej aporii traktowane sa jako niepo-
dzielne. Mozna stwierdzic, iz w mepodznelnej chwili czasu masy B,, I'; przeby-
waja niepodzielng czgs¢ przestrzeni. Gdyby bowiem bylo inaczej, to znaczy
gdyby w ciagu niepodzielnej chwili czasu jakas masa przebywata odcinek dhuz-
szy anizeli jedna niepodzielna czgs¢ przestrzeni, to wowczas niepodzieina
chwila czasu bylaby podzielna. Jesliby za$ dana masa w ciagu niepodzielnej
chwili przebywala przestrzen mniejsza od niepodzielnej czgéci przestrzeni, to
wdwczas ta niepodzielna czg$¢ przestrzeni bytaby podzielna.

Istotne dla aporii stadionu jest teraz rozpatrzenie ruchu mas B,, I'; wzgledem
sicbie. W ciagu dwoch niepodzielnych chwil masa B, przebywa dwie niepo-
dzielne, nieruchome masy (odcinki) 4,, i w ciagu tych samych dwu niepodziel-
nych chwil minie cztery niepodzielne masy (odcinki) Iy. Jest to niezgodne z
wyjsciowym stwierdzeniem, ze w ciagu jednej niepodzielnej chwili konkretna
masa przebywa jedna niepodzielna czg$¢ przestrzeni.

Aporie te dla celow teoriomnogosciowych mozna przedstawié jeszcze ina-
czej. W ciagu jednego odcinka czasu ¢ punkt B, przebedzie potowg odcinka 4,4,
oraz caly, poruszajacy si¢, odcinek I'/T. Ale kazdej niepodzielnej czgsci czasu
odpowiada niepodzielna — jak wskazano wyzej — przebywana w tym czasie
cze$¢ przestrzeni. Zatem w dwu odcinkach, odpowiednio o diugosci a i 2a za-
wiera si¢ tyle samo niepodzielnych czgsci przestrzeni, to znaczy punktéw. Od-
cinki te mozna na siebie wzajemnie jednoznacznie odwzorowaé (sa one réwno-
liczne). Mozna to zobrazowac i w ten sposéb ze kazdemu punktowi z prze-
dziatu obustronnie domknietego /0, a] mozna przyporzadkowa¢ wzajemnie jed-
noznacznie punkt z przedziatu obustronnie domknigtego /0, 2a]. Funkcje jedno-
jednoznaczng okresla si¢ wzorem f(x) — 2x, gdzie x nalezy do pierwszego z
rozpatrywanych przedznalow Jesli tak, to odcinki @ 1 2a zawierajace tyle samo
punktow sa sobie réwne. Oczywiscie przy zalozeniu, iz miara odcinka jest suing
miar elementéw niepodzielnych. Z drugiej zas strony odcinek a zawiera sig jako
podzbiér whasciwy w odcinku 2a. Zatem czgs$é rowna su; calosci, co przeczy
antycznemu aksjomatowi, iz ,,catos¢ jest wigksza od czgsci”

'8 Caly czas nalczy pamigtaé. ze istota, celem, dla kiérych Zenon zbudowal aporie. byto poka-
zanie paradoksalnosci ruchu i w efekcie odrzucenie ruchu jako czego$ sprzecznego. Aporie mialy
zatem w zamysle ich autora znaczenie fizyczne. a takze - i chyba przede wszystkim - znaczenie
ontologiczne. Eleaci szukali bowiem potwierdzenia dla tezy Parmenidesa. ze istnigje jeden i nie-
ruchomy byt.

Wspdlczesnie wskazuje si¢ na aktualnosé fizykalnego wymiaru aporii skonstruowanych przez
Zenona z Elei. I. G. Baszmakowa powoluje si¢ przy tym na autorytet D. Hilberta oraz P Bernaysa.
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W V i IV wieku p.n.e. cata problematyka nieskonczonosci i ciaglosci, wy-
wolana odkryciem niewymiernosci, zagadnieniami miary oraz aporiami Zenona
byia bardzo zywo dyskutowana. Zastanawiano si¢ nad mozliwoscia zaakcepto-
wania lub odrzucenia zbioréw aktualnie nieskonczonych. Dyskutowano nad
tym, czy wielkosci ciagte (odcinki, pola, czas) skladaja si¢ z niepodzielnych
czesci i nad tym, jaka jest liczba owych niepodzielnych cz¢sci. Aporia mnogo-
sciowa Zenona wykluczata dla starozytnych przyj¢cie nieskonczonej liczby nie-
podzielnych elementéw. Przyjecie skonczonej liczby elementdw o mierze réznej
od zera tez nie wchodzito w rachube, bo taka wielkos¢ mozna bylo podzieli¢ na
potowy. Tym niemniej pojawily si¢ rowniez proby (Demokryt) stworzenia takiej
matematyki ,,skoficzonosciowej” Takze z powodow, ktére nizej zostang poda-
ne, proba ta skoficzyla si¢ niepowodzeniem.

Ujawnione trudnosci dotyczace nieskonczonosci, topologii wielkosci cia-
glych generowaly tez skrajne koncepcje matematyki. Protagoras, zyjacy w V
wieku p.n.e., twierdzit, ze w zwiazku z nierozwiazywalnymi trudnosciami w
matematyce nalezy po prostu odrzuci¢ wszystkie abstrakcje matematyczne.
Protagoras byt zdania, ze nie wolno postugiwac si¢ pojgciami linii bez szeroko-
$ci oraz punktéw bez zadnych wymiaréw, w rzeczywistosci bowiem nikt ich nie
widzial. Wedlug niego prosta, styczna do okrggu, nie ma z nim tylko jednego
punktu wspdlnego, lecz stykaja si¢ one na pewnym odcinku.

Wiadomo tez, ze Demokryt staral si¢ zbudowaé¢ matematyk¢ skonczona.
Wielkosci geometryczne (odcinki, pola) mialy si¢ sktada¢ ze skonczone;j liczbie
matych elementdéw, o znanym wymiarze, réznym od zera. Po pierwsze jednak, z
ta atomistyczna koncepcja mozna bylo dyskutowac twierdzac, iz atomy majace
pewna miare sa jednak podzielne na czesci, ktorych miara rownata si¢ potowie
miary atomu. Poza tym za pomoca sumowania skonczonej liczby matych ele-
mentow-atoméw nie mozna bylo uzyska¢ miary catej figury. Demokryt pierwszy
wpad! na pomysl, aby miare pewnych figur wyliczy¢ jako sume miar ich matych
czgsci. | tak proponowat najprawdopodobniej, by miar¢ ostrostupa otrzymac
jako miare sum skonczonej liczby matych, wpisanych wen graniastostupow.
Jednakze okazuje sie to niemozliwe bez przejscia do granicy i przyjgcia nie-
skonczonego (przynajmniej potencjalnie) ciagu ,,wpisan” coraz mniejszych gra-
niastostupow, ktorych wielko$¢, wraz z powigkszaniem ich liczby, dazy do zera.
Zatem przedsigwzigcie stworzenia matematyki ,,skoticzonej”, przyjmujacej
skoniczong liczbg elementéw w wielkosciach ciaglych, skonczylo si¢ niepowo-
dzeniem. Tym niemniej pomysi Demokryta zaowocowal powstaniem prototy-
péw metod catkowych w czasach antycznych, dostrzegalnych w pracach Eudok-
sosa oraz Archimedesa. Pomyst polegat na przyblizonym, lecz dowolnie do-

Ich zdaniem rozwiazanie paradoksu dychotomii polega na wskazaniu, ze weale nie powinno si¢
zywi¢ przekonania. iz matematyczne. przestrzenno-czasowe przedstawienie ruchu ma znaczenie
fizyczne dla dowolnie malych przedzialow przestrzeni oraz czasu. Nalezy raczej uwazac, ze zasto-
sowanie takicgo modelu matematycznego do wielkosci dowolnie matych jest nieuprawniona eks-
lrapolacjq z tej dziedziny do$wiadczenia, kiéra jest dostgpna ludzkim zmyslom [por. Baszma-
kowa. dz. cyt., s. 102]. Innymi stowy: wedlug D. Hilberta i P. Bernaysa ruch fizyczny w dowolnie
malych przedzialach czasu i przestrzeni rzadzi si¢ innymi prawami. anizeli ruch obserwowany w
$wiccie makroskopowym. Na to migdzy innymi miala wskazywa¢ aporia dychotomii Zenona z
Elei.



46 KS. JERZY DADACZYNSKI

ktadnym zestawianiu jakichkolwiek figur dwuwymiarowych oraz bryt tréjwy-
miarowych z duzej liczby czgsci elementarnych, ktérych miara jest znana

Ostatecznie, po dtugich sporach, w ramach filozofii 1 matematyki antycznej,
przyjeto odnosnie do zagadnienia budowy wielkosci ciaglych stanowisko, ktére
po raz pierwszy wyrazit Anaksagoras w V w16ku p.n.e.. ,,w malym nie istnieje
najmniejsze, lecz zawsze jest jeszcze mmejsze Zatem ostatecznie zaakcepto-
wane zostato stanowisko, wedlug ktoérego nie wykluczono nleskonczoneJ po-
dzielnosci wielkosci i zanegowano to, ze taki proces mogtby zostaé w ktoryms
miejscu zakonczony. Tym samym odrzucono stanowisko atomistyczne i skon-
czonosciowe Demokryta oraz te stanowiska atomistyczne, wedlug ktorych wiel-
kos¢ ciagta skiadata sig z aktualnie nieskonczenie wielu niepodzielnych czesci.
Jako wzorzec przekonania prezentowanego przez Anaksagorasa podawano
dzielenie odcinka na czesci. Te z kolei znowu sg podzielne 1 w procesie dziele-
nia nigdy nie dojdzie si¢ do czgsci niepodzielnych.

I wlasnie w efekcie prowadzonych w V i IV wieku p.n.e. dyskusji, dotycza-
cych zagadnien nieskonczono$ciowych, Arystoteles jako pierwszy w dziejach
mysliciel wprowadzit podziat na nieskoficzonos¢ aktualng i potencjalna, i jako
pierwszy wypowiedziat si¢ zdecydowame za ta druga, wykluczajac jednoczesnie
istnienie nieskonczonosci aktualnej?® Arystoteles dyskutowat zagadnienie nie-
skonczonosci w 111 ksigdze Fizyki. Rozgraniczyl on pomigdzy mozliwoscia dal-
szego dodawania jednostek do ostatniego wyrazu dowolnego ciagu liczb, takich
jak na przyklad ciag kolejnych liczb naturalnych: 7, 2, 3, oraz mozliwoscia
kolejnego podziatlu odcinka, zawartego pomigdzy dwoma punktami, odcinka,
ktory wcezesniej byt podzielony na czesci okreslong liczbg razy. Tutaj mozliwo$é
pojscia ad infinitum jest tym, co powoduje, ze ciag moze by¢ okreslony jako
nieskonczony, a odcinek nieskonczenie podzielny, bo zawierajacy nieskoncze-
nie wiele czesci. Podane przyktady sa paradygmatami — wzorcami nieskonczo-
nosci potencjalnej. Arystoteles stwierdzit réwniez, ze mozna prébowaé wyobra-
zi¢ sobie wszystkie elementy ciagu liczb naturalnych oraz — co wydaje sig trud-
niejsze — wszystkie czesci niepodzielne linii, jako dane w ich kompletnej cato-
$ci. To paradygmaty nieskoficzonoci aktualne;.

Wypada podkresllc ze Arystoteles nie postuzy! si¢ zadna definicja nieskon-
czonosci, zaréwno potencjalnej, jak i aktualnej. Podat tylko pewne przykiady
jednej i drugiej. Wzorce te wskazuja, iz pojmowat on nieskofczono$¢ poten-
cjalng jako cos, co w danym momencie zawiera zawsze skonczenie wiele ele-
mentoéw, ale moze by¢ dowoinie powigkszane — przez dodawanie kolejnych
elementéw lub przez kolejne podziaty (odcinka). Nieskonczonos¢ aktualna zas
to wielos¢, ktorej nie trzeba powigkszac, nie jest ona czyms ,,dynamicznym”,
zmiennym, rosnacym ponad kazda skoficzong granicg. To wielos¢, ktora skfada
si¢ juz, teraz (a wigc aktualnie), z nieskonczenie wielu elementow’

' Eudoksos i Archimedes. obliczajac miary takich figur. poslugiwali si¢ tzw. metoda wyczer-
pywania, ktéra byla embrionalna, antyczng postacia teorii granic i rachunku catkowego.
Wprowadzone przez Arystotelesa, dopiero w IV wieku p.n.e., rozroznienie nieskonczonosci
potencjalnej oraz aktualnej, zostalo w niniejszym opracowaniu uzyte juz przy omawianiu sporow z
V wieku p.n.c., dotyczacych nieskoriczonosci. Uczyniono tak, by ujawni¢ przyczyny trudnosci, ich
podtoze. Poza tym mozna przypuszczaé, ze wyrazony explicite dopiero przez Arystotelesa podzial,
byl juz implicite zawarty w sporach wokoél problematyki nieskonczonosci i ciaglodci z V wicku
p.n.e.
! Termin ,,wielo$¢”, w przedaksjomatycznej teorii mnogosci oznaczal co$ zakresowo szersze-
£0. niz zbidr. Nie wszyslkic wielosci byly zbiorami, natomiast kazdy zbiér byl wicloscia. I tak G.
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Wyniki sporéw dotyczacych nieskonczonosci i wielkosci ciaglych z V wieku
p.n.e. nie pozwolity zaakceptowaé Arystotelesowi pogladu, iz istnieje nieskon-
czono$¢ aktualna. Przyjecie istniejacych naraz wszystkich elementéw zbioru
liczb naturalnych moglo prowadzi¢ do koncepcji istnienia pozaskonczonych
liczb porzadkowych i w efekcie do sformufowania kontrprzykfadu dla antyczne-
go aksjomatu ,,catos¢ jest wigksza od czgsci” Ujawnita to przeprowadzona wy-
zej analiza aporii Achillesa i zétwia. Natomiast przyjecie istnienia nieskoncze-
nie wielu niepodzielnych elementéw odcinka grozito paradoksami ujawnionymi
w trakcie analizy aporii mnogosciowej oraz aporii stadionu. Dlatego tez Ary-
stoteles, wprowadziwszy podzial na nieskonczonos¢ potencjalng i aktualna,
opowiedziat si¢ za ta pierwsza.

Trzeba zaznaczy¢, ze Stagiryta, opowiadajac si¢ za nieskonczonos$cia poten-
cjalna, odwolat si¢ do argumentéw natury pragmatycznej. Stwierdzit on miano-
wicie, ze matematykom dla uprawiania ich dyscypliny naukowej wystarczy cat-
kowicie poj¢cie nieskoficzonosci potencjalnej. Jego zdaniem matematycy nie
postugu)ja si¢ w rzeczywistosci nieskonczonoscig aktuaina?

Argument, iz matematykom wystarczy pojgcie nieskonczonosci potencjalne;j,
jest dyskutowany po dzien dzisiejszy. | tak na przykitad zwolennicy platonizmu
sa zdania, ze juz dla wprowadzenia liczb niewymiernych (rzeczywistych), jako
nieskonczonych wspdtzbieznych ciagéw liczb wymiernych, konieczne jest
przyjecie nieskonczonos$ci aktualnej. Natomiast przeciwnicy nieskonczonosci
aktualnej, do ktorych wspélczesnie (w XX wieku) nalezy zaliczy¢ przedstawi-
cieli intuicjonizmu (konstruktywizmu), odrzucaja istnienie nieskoficzonosci ak-
tualne;j.

Wydaje sig, ze Arystoteles starat si¢ zaja¢ stanowisko jak najbardziej wywa-
zone. Przyznanie matematykom mozliwosci postugiwania si¢ nieskonczonoscia
potencjalna nie burzylo niczego w zastanej przez niego matematyce antyczne;j.
Stwierdzenie, iz ten typ nieskonczonosci wystarcza, chronito matematyke przed
popadnigciem w paradoksy. Byl wigc to efekt doswiadczen wyniesionych z dys-
kusji z V wieku p.n.e. Jednoczesnie w stanowisku Arystotelesa ujawnilo sie cos,
co mozna by okresli¢ jako ,,lek przed nieskonczonoscia”

Wielorako komentowano pragmatyczne podejscie Arystotelesa do zagadnie-
nia nieskonczonosci. Pojawity si¢ rowniez glosy, ze pragmatyzm byt wyrazem
dualnego rozwiazania problematyki nieskoficzonosci w matematyce. Wedtug tej
interpretacji Arystoteles miatby dopuszczaé aktualnie nieskorficzone zbiory w

W Leibniz uwazal. z¢ istnieja nieskoficzone wielosci. te ktore generuja paradoksy teoriomnogo-
sciowe. lecz nie sa one zbiorami. Powad byl ten, ze zdaniem G. W Leibniza. nie dawaly si¢ one
niesprzecznie pomysle¢ jako jednosé. wlasnie generowaly paradoksy. G.Cantor. dzigki nowemu
okresleniu relacji kwantytatywnych pomiedzy zbiorami zaliczyl paradoksaine wielosci do zbiorow.
Okazalo si¢ jednak. ze niektore z tych zbioréw - .zbyt mocne™ - generuja antynomie (Cantora,
Burali-Fortiego). Tym wielosciom ponownie odméwiono whasnosci ..bycia zbiorem™ Odzy! zatem
w Cantorowskiej, przedaksjomatycznej teorii mnogosci, podzial na wielosci, ktore sa i nie sa zbio-
rami. a wigc na te. ktore dalg si¢ i nic daja, si¢ pomysleé jako jednosé.

. Aksjomatyka E. Zermelo nie zachowala dualizmu zbiordw i wielosci. Odzy! on jednak w ak-
slomatyce teorii mnogosci J. v. Neumanna, gdzie wyrzniono klasy nie bgdace zbiorami oraz zbio-
T

*2 Arystoteles w Fizyce pisal: .. nasze rozumowanie, odrzucajace nieskoficzonos¢ aktualna, nie
odbicra matematykom ich teorii; przeciez nie potrzebuja oni takiej nieskoriczonosci i nie postuguja
si¢ niy: matematykom trzeba tylko. by ograniczona linia byla taka wielkoscia jakiej sobie zycza, i
by w takiej proporcji. w jakiej dzieli si¢ najwieksza wielkosé, dzielié tez mozna bylo jakakolwiek
inng” [cyl. za: Baszmakowa, dz. cyt., s. 104]. ’
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tych systemach matematyki czystej, ktore nie sa aplikowalne do przyrodoznaw-
stwa, a $cislej do fizyki. Natomiast w teoriach, ktore sg stosowalne do fizyki,
dopuszczalna bylaby jedynie nieskoficzono$¢ potencjalna. Wynikatoby to za-
pewne stad, ze w aporiach Zenona pojawily si¢ paradoksy w momencie, gdy
zastosowano aparaturq matematyczng do opisu zjawisk fizycznych, przede
wszystkim ruchu®

W niniejszych analizach stwierdzono, ze podjgcie przez Arystotelesa zagad-
nienia nieskonczonosci bylo skutkiem sytuacp problemowej, ktéra w matematy-
ce i filozofii antycznej powstala co najmniej wiek wczesniej. Nieskofczonosé
w matematyce pojawifa si¢ w zwiazku z odkryciem niewspétmiernosci oraz
wprowadzeniem procedur nieskonczonosciowych. Zwrdcenie uwagi na te pro-
blematyk¢ byto dzietem pitagorejczykoéw. W innym srodowisku intelektualnym
Wielkiej Grecji, wsrod eleatow, zagadnienie nieskonczonosci pojawito sig¢ w
zwiazku z ontologicznymi i ﬁzykalnyml probami zanegowania zjawiska ruchu.
Znane aporre Zenona ujawnily paradoksy zwiazane z pojeciem nieskonczonosci
i cnqg%oscn Arystoteles, wspomagany przez Eudoksosa, starat si¢ unikna¢ trud-
nosci zwiazanych z nieskonczonoscia. Dlatego, mimo iz nie podat on definicji
nieskonczonosci (zbioréw nieskoficzonych), wprowadzit dychotomie nieskon-
czonosci aktualnej i potencjalnej. Sam opowiedzial si¢ za istnieniem nieskon-
czonosci potencjalnej. Bylo to wyrazem antycznego ,,leku przed nieskonczono-
Scia” Antyczne trudnosci zwiazane z pojeciem nieskonczonosci rozwiazano
dopiero w XIX wieku, kiedy powstata teoria zbioréw nieskonczonych (teoria
mnogosci). Wiazalo si¢ to jednak z odrzuceniem starozytnego aksjomatu,
stwierdzajacego, ze ,,catos¢ jest wieksza od czesci” Arystotelesowskie rozroz-
nienie na nieskonczono$¢ potencjalng i aktualng weszlo na stale do instrumenta-
rium filozofoéw i filozofujacych matematykéw. Po dzien dzisiejszy nie ma wsréd
nich zgody, czy zaakceptowad istnienie zbioréw aktualnie nieskonczonych. Jed-

3 Por. S. Kérner. The Philosophy of Mathematics. An Introductory Essay. Bristol 1960. s.
21.

* Przegladajac Elementy Euklidesa mozna wyciagnaé wniosek, ze antyczni matematycy nie do
konica mieli okreslony poglad na zagadnienie ciaglosci. Znali oni jeden z grupy aksjomatéw cia-
glosci, sformulowany po raz pierwszy przez Eudoksosa, a nazywany aksjomatem Archimedesa.
Stwierdza on, ze jesli dane sq dwie wielkosci a oraz b, to musza istnie¢ liczby naturalne m i n,
takie ze na >b oraz mb > a. Takie wielkoéct nazywa si¢ archimedesowymi. Pojecie wielkosci
obejmowalo w starozytnosci zaréwno liczby naturalne - wielkosci dyskretne, jak 1 wielkosci cia-
gle. W istocie przez odniesienie do tego aksjomatu mozna zdefiniowac wielkosci nieskonczenie
male. Jesli 7 jest takg wielko$cia, ze nie istnieje liczba naturalna n, dla ktérej n > I, to 7 jest
wielkoscia nieskonczenie malg. Starozytni matematycy znali przyklady wielkosci nieskonczenie
matych, na przyklad katy rogoksztaline. Aksjomat Archimedesa pozwala tez na zdefiniowanie
wielkosci nieskoniczenie wielkich. Jesli A jest taka wielkoscia, ze n <A, dla kazdego naturalnego n,
wéwczas A jest wielkoscia nieskonczenie wielka. Eudoksos sformulowal wspomniany aksjomat po
lo, by wyeliminowa¢ wielkosci nieskoficzenie male i wielkosci nieskoniczenie wielkie, zwane nie-
archimedesowymi. ze swej teorii stosunkow wielkosci. W XVII wicku wielkosci nieskonczenie
male pojawily si¢ ponownie w matematyce, w zwigzku z powstaniem rachunku rézniczkowego i
catkowego. Dwa wicki poZniej, na podstawie wynikéw uzyskanych przez Cauchy’ego, K. Weier-
strassa, G. Cantora i R. Dedekinda okazato sie, ze analiz¢ matematyczng mozna $cisle uprawiac
postugujac si¢ wylacznie liczbami rzeczywistymi. Wydawalo sig, ze tym uczonym udalo si¢ - po-
dobnie jak Eudoksosowi w IV wicku p.n.e. - wyeliminowa¢ z matematyki wielkosci nieskoiczenie
male. W wieku XX okazato si¢ jednak, ze mozna skonstruowac analiz¢ niestandardowa, opartg
wiasnie na wielkosciach nieskonczenie malych.

Powiedziano, ze starozytni wprowadzili z grupy aksjomatéow ciaglosci jedynie aksjomat Ar-
chimedesa. Innym aksjomatem z tej grupy moglby by¢ tzw. aksjomat zupelnosci Dedekinda. Za-
pewnia on istnienie punkiu wspolnego ciagu zawartych jeden w drugim zstgpujacych odcinkow.



KONCEPCJA NIESKONCZONOSCI W MATEMATYCE I FILOZOFII ANTYCZNEJ 49

no jest pewne. Matematyka od czaséw antycznych potrzebuje jakiej$ formy nie-
skonczonosci.

UNENDLICHKEITSBEGRIF IN DER MATHEMATIK
UND DER ANTIKEN PHILOSOPHIE

Zusammenfassung

In den vorliegenden Analysen wurde festgestellt, dal die Aufnahme von Aristoteles
des Problems der Unendlichkeit von ihm eine Stellungnahme zu der Problemlage war,
welche in der antiken Mathematik und Philosophie zumindest ein Jahrhundert vorher
entstanden ist. Die Unendlichkeit in der Mathematik erschien im Zusammenhang mit der
Entdeckung der Inkommensurabilitit und der Einflihrung der Unendlichkeitsverfahren.
Auf diese Angelegenheit haben die Pythagorder ihre Aufmerksamkeit gelenkt. In einem
anderen intellektuellen Medium des GroBen Griechenlands, unter den Eleaten, ist das
Problem der Unendlichkeit im Zusammenhang mit den ontologischen und physikalischen
Proben der Vermeinung des Effekts der Bewegung aufgetreten. Die bekannten Aporien
von Zeno zeigten die Paradoxe, die mit dem Begriff der Unendlichkeit und der Stetigkeit
verbunden sind. Aristoteles, mit Hilfe Eudoxios, bemiihte sich den Schwierigkeiten, die
mit der Unendlichkeit verbunden sind, zu entgehen. Deshalb, trotzdem er die
Begriffsbestimmung der Unendlichkeit (der unendlichen Mengen) nicht angegeben hat,
fiihrte er die Dichotomie der aktuellen und potentielilen Unendlichkeit ein. Er selbst
erkldrte sich fiir das Dasein der potentiellen Unendlichkeit. Das war die AuBerung der
antiken ,,Furcht vor der Unendlichkeit” Die mit dem Begriff der Unendlichkeit
verbundenen antiken Probleme wurden erst im X1X. Jahrhundert gelost, als die Theorie
der unendlichen Mengen (Mengenlehre) entstanden ist. Das war aber im Zusammenhang
mit der Ablehnung des altertiimliches Axioms, welches feststellt, daB ,.die Ganzheit
groBer als ein Teil ist”

Die aristotelische Unterscheidung auf potentielle und aktuelle Unendlichkeit hat
einen bestindigen Platz im Instrumentarium der Philosophen und der philosophierenden
Mathematiker gefunden. Bis zum heutigen Tag herrscht unter ihnen keine Einigkeit, ob
das Dasein der aktuell unendlichen Mengen akzeptiert sein soll. Eins ist sicher. Die
Mathematik braucht seit der altertiimlichen Zeiten irgendeine Form der Unendlichkeit.



