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Jednym z dwudziestowiecznych wynalazkéw, ktéry w istotny sposéb wplynal na
cywilizacjg, kultur¢ 1 nasze postrzeganie $wiata, jest komputer. Trudno obecnie wy-
obrazi¢ sobie zycie bez tego — mozna powiedzieé¢ — wszechobecnego urzadzenia i calej
techniki informatycznej z nim zwiazanej. Komputery nie omingty réwniez matematyki.
Stworzone przez matematykow staly si¢ bardzo szybko ich narzedziem pracy.

Uzytecznos¢ komputera jako narzg¢dzia pracy matematykow prowokuje do stawia-
nia pewnych pytan filozoficznych, dotyczacych przede wszystkim metody matematyki
i natury wiedzy matematycznej. Ale réwniez pojawiaja si¢ problemy ontologiczne
dotyczace sposobow istnienia obiektéw matematycznych w jakims stopniu zwigzanych
z komputerami. Niektére z tych zagadnien staly si¢ przedmiotem zainteresowania ks.
prof. Mieczystawa Lubanskiego' W artykule wskaze kilka interesujacych filozoficznie
probleméw zwiazanych z wykorzystywaniem komputeréw przez matematykéw.

Komputer jest wysoce wyrafinowanym i skomplikowanym urzadzeniem technicz-
nym, skonstruowanym przez cztowieka. Zeby to urzadzenie mogto stuzy¢ do celéw, do
ktorych zostato stworzone, hardware musi by¢ wyposazony w software. Hardware jest
mato interesujacy z punktu widzenia filozofa matematyki, cho¢ pewna wiedza na temat
budowy i dziatania poszczegSlnych elementéw komputera moze by¢ przydatna przy
rozpatrywaniu niektérych zagadnien. Znacznie bardziej interesujacy dla filozofa mate-
matyki jest software. Co wigcej, jest on réwniez przedmiotem badania matematyki.

Na szeroko rozumiany software skladaja si¢ systemy operacyjne, ale réwniez jezyki
programowania, konkretne programy itp. Jezyki programowania mozna potraktowaé
jak sztuczne formalne jezyki i badaé je podobnie, jak sie to czyni z jezykami formal-
nymi teorii matematycznych. Z kolei programy sa ,,zapisanymi” w jakims jezyku pro-
gramowania algorytmami czy ciagami algorytmow i stanowia ciag ,,rozkazéw”, ktdre
ma wykona¢ komputer.

Software jest niezbgdny, by komputer w ogéle dzialat i mégt stuzyé do okreslonych
celéw. Poniewaz jest to wytwor czlowieka, wiec istnienie poszczegSlnych elementéw

' Oméwienie pogladéw filozoficznych ks. prof. Mieczystawa Lubanskiego wraz z bibliografia jego
prac znajduje si¢ w artykule: A. Latawiec, A. Lemanska, S. W. Slaga, Poglqdy filozoficzne Profesora Mie-
czystawa Lubanskiego, Studia Philosophiae Christianae 30(1994)2, s. 5-64.
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software jest zwiazane z czlowiekiem. Nalezy podkresli¢, ze caly komputer, a wigc i
hardware, i software, jest zaprojektowany przez czlowieka i dziala zgodnie z wyzna-
czonymi przez konstruktora celami. W tym sensie bez cztowieka nie byloby tego urza-
dzenia, nie byloby réwniez software.

Bardziej skomplikowane sa zagadnienia dotyczace natury i istnienia algorytmoéw.
Sa to obiekty w pewien sposéb zwigzane z komputerem, gdyz dziatanie komputera
wyznaczajg ciagi instrukcji. Zarazem algorytmy stanowia, podobnie jak software, inte-
resujacy przedmiot badania matematyki.

Algorytm jest to ciag instrukcji czy polecen stuzacych do rozwiazywania konkret-
nych probleméw. Co wigcej, algorytm umozliwia niejako mechaniczne rozwigzanie
danego zagadnienia. Algorytmy sa przede wszystkim tworzone przez czlowieka, ale
réwniez moga by¢ ,,wyprodukowane” przez komputer. Mozna tez mowic¢ o algoryt-
micznym dziataniu organizméw, a takze funkcjonowaniu ich poszczegdlnych czgsci,
np. w ten spos6b mozna interpretowac, majace istotne znaczenie dla zycia, sekwencje
reakcji chemicznych w komoérce. Czym zatem jest algorytm? Jaka jest jego natura?

Wedtug W. Marciszewskiego algorytmy wykorzystywane przez komputery sa
obiektami abstrakcyjnymi’ Takie stanowisko wydaje sie byé uzasadnione tym, Ze algo-
rytm jako ciag instrukcji nie jest zwigzany z konkretnym sposobem prezentacji. Istotna
jest sekwencja wykonywanych pojedynczych, prostych czynnosci. Wydaje si¢ réwniez,
ze algorytmy mozna poréwnaé¢ do dowoddéw formalnych. Algorytm jest mianowicie
ciggiem instrukcji, dow6d formalny zas ciagiem formut. W wyniku zastosowania algo-
rytmu uzyskuje si¢ rozwigzane problemu, a dowéd formalny uzasadnia twierdzenie.
Réznig si¢ sposobem uzyskania. Ciag instrukcji algorytmu jest wyznaczony niejako z
géry przez dany problem. Natomiast kolejna formutg w dowodzie formalnym mozna
dotaczy¢ tylko wtedy, gdy jest aksjomatem okreslonego systemu formalnego lub gdy
da si¢ ja uzyskac z dotychczasowego ciagu formul przez zastosowanie jakiejs reguty
dowodzenia, a wigc nastepna formuta moze pojawic sig tylko wtedy, gdy spetnia okre-
$lone warunki.

Kwestie dotyczace natury algorytmu nakladaja si¢ na zagadnienie sposobu ich ist-
nienia. Nasuwa si¢ zatem pytanie: jaki jest status ontologiczny algorytmu? Czy zostaja
powotane do istnienia dopiero w momencie ich konstrukcji, czy tez mozna méwic o ich
jakims$ istnieniu uprzednim w stosunku do konkretnego, istniejacego juz w postaci
fizycznej algorytmu. W pierwszym przypadku, wydaje si¢, iz trzeba uznaé, ze istnienie
algorytméw jest zwigzane wylacznie z umysiem czlowieka, ze sg to konstrukcje czto-
wieka. W drugim przypadku, trzeba byloby uznaé, iz istnieje jakis $wiat algorytméw,
wszystkich mozliwych algorytméw, ktére cztowiek tylko odkrywa. Analogia fnigdzy
algorytmami a dowodami formalnymi nasuwa przypuszczenie, ze algorytmy moga
istnieé, przynajmniej potencjalnie, niezaleznie od umystu, podobnie jak ma to miejsce
w przypadku dowodéw formalnych.

Wymienione przeze mnie zagadnienia pojawiaja si¢ przy analizowaniu dzialania
komputera jako urzadzenia skonstruowanego do wykonywania zamierzonych przez

2 W. MARCISZEWSKI, Philosophy of Mind and Artificial Intellingence, http:/fwww.calculemus.org/lect/
08szt-intel/ potega-alg.html (31.05.2010).
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projektanta czynnosci. Ale ,,wspélpraca” matematyka z komputerem réwniez stwarza
szereg interesujacych filozoficznie kwestii. Komputer jako narz¢dzie jest wykorzysty-
wane przez matematykéw przede wszystkim do wykonywania rozmaitych obliczen
numerycznych, w szczegélnosci do rozwiazywania (z reguly przyblizonego) réwnan i
ukfadéw réwnan algebraicznych, rézniczkowych, obliczania calek itp. Stuzy réwniez
do sprawdzania poprawnosci dowodéw matematycznych, a takze do automatycznego
dowodzenia twierdzen. Jest takze pomocny przy dowodzeniu twierdzen (uzyskuje si¢
tzw. dowody wspomagane komputerowo) oraz pozwala na dokonywanie swoistych
eksperymentéw z obiektami matematycznymi.

Wykorzystywanie komputeréw do obliczen jest najwczesniejsze i niejako naturalne.
Nie stwarza zatem szczegdlnie interesujacych filozoficznie probleméw. Maszyna cy-
frowa jest tu potraktowana jak duza grupa rachmistrzéw czy jak udoskonalone liczydto.
W gruncie rzeczy jest to wykorzystanie komputera do celu, dla ktérego zostat skon-
struowany. Warto jednak doda¢, ze metody numeryczne, ktére sa wykorzystywane w
trakcie obliczen, i zwigzane z nimi algorytmy stanowia interesujacy przedmiot badania
matematykéw, a takze filozoféw zajmujacych si¢ sztuczng inteligencja, algorytmizacija
rozumowan itp.

Wykorzystanie komputera przy sprawdzaniu poprawnosci dowodéw matema-
tycznych moze postuzy¢ do formulowania nowych argumentéw w dyskusjach nad
istota dowodu matematycznego, rozstrzygalnoscia, czy ,,zmechanizowaniem” do-
wodzenia.

W pozostatych sytuacjach, w ktérych korzysta si¢ z komputeréw, mozna méwic o
pewnych obiektach, ktére s generowane komputerowo. Obiektami uzyskiwanymi za
pomoca komputera sa przede wszystkim: dowody komputerowe, tzw. dowody wspo-
magane komputerowo oraz wyniki réznego typu symulacji komputerowych. Gdy roz-
patruje si¢ tego typu obiekty, wtedy pojawiaja si¢ pytania o sposéb ich istnienia. Te
kwestie ontologiczne sg interesujace, gdyz w tym przypadku komputer jest nosnikiem
tych obiektow.

Dowody komputerowe powstaja w trakcie automatycznego dowodzenia twierdzen.
Jest to niewatpliwie obiekt stworzony przez komputer. Czy jednak rézni si¢ on zasad-
niczo od ,,zwyklych” dowodéw przeprowadzanych przez matematykéw? Wydaje sie,
ze nie. Istota takiego dowodu jest bowiem taka sama jak ,,normalnego”, przeprowadzo-
nego przez czlowieka, dowodu formalnego. Jezeli dowody traktujemy jak ciagi formut
o okreslonych wiasnosciach, to okreslenie jezyka formalnego i wybdr aksjomatow
generuje wszystkie mozliwe konsekwencje tych aksjomatéw, zarazem wszystkie moz-
liwe dowody. Komputer tylko odkrywa, ujawnia wczesniej juz istniejacy ciag formut,
spetniajacy warunki, by by¢ dowodem formalnym.

Tzw. dowody wspomagane komputerowo sa przeprowadzane przez matematyka
z pomocg komputera, ktéry wykonuje potrzebne w dowodzie obliczenia. Moze sig
bowiem zdarzy¢, ze przeprowadzenie dowodu wymaga sprawdzenia bardzo wielu
przypadkéw, co praktycznie jest niemozliwe nawet dla grupy matematykow w roz-
sadnym czasie. Pojawienie si¢ tego typu dowodéw wywolalo ozywione dyskusje
wséréd matematykow i filozoféw matematyki dotyczace istoty dowodu matematycz-
nego. Jednym z pierwszych i najszerzej znanym twierdzeniem udowodnionym za



28 ANNA LEMANSKA

pomocg komputera bylo twierdzenie o czterech barwach’ Obecnie dowodéw
wspomaganych komputerowo istnieje bardzo wiele. Cz¢$s¢ udowodnionych w ten
sposob twierdzen zostala réwniez udowodniona w tradycyjny spos6b, bez pomocy
komputera. Ale jest wiele twierdzen, ktére posiadaja tylko dowody wspomagane
przez komputer. Jednym z nich jest wlasnie twierdzenie o czterech barwach. Istnie-
nie tego typu dowodéw sprawia, ze wyglaszane sg rozmaite opinie na temat istoty
dowodéw matematycznych, metody matematyki i samej matematyki. W szczeg6l-
nosci gloszone sa poglady, ze mamy do czynienia z odmiennym rozumieniem stan-
dardéw S$cistosci w matematyce niz kiedy$, czy wrgcz o zmianie paradygmatu ma-
tematyki. Podstaw dla tego typu stwierdzen doszukuje si¢ m.in. w tym, ze dowody
wspomagane komputerowo opierajq si¢ na przestankach, wsréd ktérych sa zasady
dzialania komputera, prawidlowos$¢ jego oprogramowania, poprawnos¢ algorytmow
wykorzystywanych w dowodzie. Totez przy ,.tworzeniu” tego dowodu zaangazowa-
nych jest wiele osdb: od teoretykéw-fizykdéw, przez inzynieréw, programistéw az do
matematykéw, ktérzy korzystaja z danego komputera i jego oprogramowania do
przeprowadzenia dowodu. Sprawdzenie poprawnosci dzialania tych wszystkich
elementéw nie jest mozliwe krok po kroku bez udziatu komputera. W tym kontek-
$cie M. Lubanski pisze o dowodzie zespotowym® Co wigcej, stwierdza, ze dopusz-
czenie takich dowodéw zbliza matematyke do nauk przyrodniczych’ i konkluduje,
ze ,,powiedzieé, ze matematyka jest nauka dedukcyjna (tj. tylko dedukcyjna), znaczy
to samo, co powiedzieé¢, ze komputer (sam) rozwiazuje zadanie”® Takie stanowisko
przyjmuje wielu filozoféw matematyki. Niektérzy twierdza, ze matematyka jest
wrecz nauka empiryczng i hipotetyczna.

Trzeba jednak podkresli¢, ze dowéd wspomagany komputerowo w zamierzeniu
przeprowadzajacego go ma by¢ dowodem dedukcyjnym, wigcej, rozpisanie go na ele-
mentarne operacje wykonywane przez komputer powoduje, ze dowdd taki mozna po-
traktowaé jak dowéd formalny. To, Ze nie zawsze jesteSmy w stanie wykazaé, ze do-
wéd jest poprawny, jest sprawa niejako drugorzedna, nie majacy istotnego znaczenia
dla okreslenia natury dowodu. Wydaje si¢ zatem, ze nie mozna méwic o jakiej$ zasad-
niczej zmianie paradygmatu matematyki z tego powodu, ze dowodzi si¢ twierdzen,
pomagajac sobie komputerem. Dowody wspomagane komputerowo sg dowodami ze
swej istoty dedukcyjnymi. Za§ w definicji dowodu dedukcyjnego jego dlugos¢ nie
odgrywa zadnej roli. Oczywiscie im diuzszy dowdd, tym wigksze trudnosci nastrecza
sprawdzenie jego poprawnosci. Warto w tym kontekscie wspomnie¢ o klasyfikacji
grup skonczonych prostych. Dowéd tego twierdzenia (jest to dowéd tradycyjny, w
ktérym nie jest wykorzystywany komputer) jest bardzo obszerny, skiada si¢ z wielu

3 K. ApPEL, W. HAKEN, J. KocH, "Every Planar Map Is Four Colorable”, lilinois Journal of Mathemat-
ics 21(1977) 429-567.

* M. LuBANSsKI, "Komputerowa metoda dowodzenia?", Studia Filozoficzne (1984) nr 7, 21-28. ,Metoda
komputerowa poszerza pojecie dowodu poprzez dopuszczenie tzw. dowod6éw zespolowych oraz pewnego
rodzaju eksperymentowania za pomoca maszyny” (s. 26).

> M. LUBANSKI, "Proba oceny réznych stanowisk w filozofii matematyki”, w: Matematycznosé przyro-
dy, red. M. HELLER, J. ZYCINSKI, A. MICHALIK, Krakéw 1992, 61.

¢ Tamze, 61.
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czgsci i jest dzielem réznych matematykéw. W swej istocie nie odbiega wiele od do-
wodéw wspomaganych przez komputer’

Ciekawa grupe obiektéw matematycznych generowanych przez komputer stanowia
wyniki dziatania rozmaitych programéw komputerowych, kt6re maja na celu badz
symulacj¢ jakiego$ procesu, badz zobrazowanie konkretnego obiektu. Przyktadem
symulacji s badania na komputerze uktadéw dynamicznych, a przyktadami obiektéw
kreowanych przez komputer sa zbiory fraktalne.

To, co uzyskuje si¢ na monitorze czy wydruku komputerowym, badajac dynamike
chaotyczna®, mozna zaliczy¢ do swoistego ,kreowania” obiektéw matematycznych
przez komputer. Jednym z pierwszych, ktéry w tym celu wykorzystat komputer, byt
J. von Neumann, ojciec techniki komputerowej. Badat on uktad nieliniowych réwnan
rézniczkowych hydrodynamiki. Warto dodaé, ze komputer postuzyt mu do ,.ekspery-
mentowania” z obiektami matematycznymi. ,,Von Neumann formulowat pewna hipo-
tez¢ na temat zachowania badanych réwnan, wybierat szczegdlne sytuacje, pozwalaja-
ce jg sprawdzié, i nastgpnie rozwiazywat ten szczegélny przypadek na komputerze, aby
poréwnac¢ wyniki z przewidywaniami. Nastepnie formutowat nowa hipoteze i caty cykl
si¢ powtarzal”® Do podobnego celu wykorzystat komputer w 1963 r. E. N. Lorenz,
badajac ukiad trzech nieliniowych réwnan ré6zniczkowych zwyczajnych, opisujacy stan
atmosfery W szczegdlnosci odkryt on wrazliwos¢ tego uktadu na warunki poczatko-

Wspoiczesne komputery nie tylko pozwalaja uzyskiwa¢ przyblizone rozwigzania
tego ukladu, ale réwniez obrazowaé ich zachowanie. Na monitorze mianowicie wida¢,
jak trajektoria uktadu dynamicznego generowanego przez uktad Lorenza jest przycia-
gana przez ograniczony obszar przestrzeni fazowej i jak zakresla w tym obszarze w
nieregularny spos6b petle z prawej i lewej strony (ilo$¢ zakreslanych petli nie wykazuje
zadnych regularnosci)’

Badajac dynamike chaotyczng, mozna sledzi¢ generowane przez komputer trajekto-
rie uktadéw dynamicznych, wykresy réznych charakterystyk takich uktadéw, wykresy
funkcji, iteracje odwzorowan, wreszcie atraktory uktadéw dynamicznych. Na monito-
rze zatem obserwuje si¢ wlasnosci interesujacych matematyka obiektéw, zmiany pew-
nych wielkosci w zaleznosci od zmian interesujacych go parametréw itp. Dzigki
otrzymanym na tej drodze wynikom matematyk moze uzyska¢ nowe informacje, na ich
podstawie wysuna¢ hipotezg, a nastgpnie potwierdzi¢ ja w pewnym zakresie badz sfal-
syfikowad.

7P. J. DAvIs, R. HERSH, Swiat matematyki, tham. R. Duda, Warszawa 1994, 337-339,

¥ Okreslenie ,.chaos” w kontekscie uktadéw dynamicznych zostalo po raz pierwszy uzyte przez Y. Lii J.
Yorke'a w artykule: "Period Three Implies Chaos", The American Mathematical Monthly 82(1975), 985-992.
Wczesniej do podobnych wynikéw jak w powyzszym artykule doszedt A. N. Szarkowski w pracy: "Coexi-
stence of Cycles of a Continuous Map of Line into Itself", Ukrainian Mathematical Journal 16(1964), 61-71.

® P. COVENEY, R. HIGHRELD, Granice zlozonosci. Poszukiwania porzqdku w chaotycznym swiecie,
tlum. P. Amsterdamski, Warszawa 1997, 88.

' 5. GLEICK, Chaos. Narodziny nowej nauki, tum. P. Jaskowski, Poznaa 1996, 23-24. Wrazliwosé
ukiadu na zmian¢ warunkéw Lorenz obrazowo okreslit ,.efektem motyla”

"' H.G. SCHUSTER, Chaos deterministyczny. Wprowadzenie, tum. P. Peplowski, K. Stefanski, Warsza-
wa 1995, 111-112.
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Wyniki komputerowe podpowiadaja zatem matematykowi, jakie wlasnosci ma ba-
dane przez niego ,,zjawisko”, dzigki czemu matematyk moze formulowac hipotezy, a
nastgpnie poszukiwaé ich dedukcyjnych dowodéw. Sposéb wykorzystania komputera
przypomina w tym przypadku wykonywanie eksperymentdw przez przyrodnika. Totez
mdéwi si¢ o eksperymentach komputerowych. Wykorzystywanie komputeréw przez
matematykéw stwarza tez nowe perspektywy badawcze, gdyz poszerza zakres mozli-
wosci dokonywania swoistych do$wiadczen z modelami komputerowymi obiektéw
matematycznych.

Wiréd tych réznych obiektéw obrazowanych przez komputer szczegblne miejsce
zajmuja zbiory fraktalne'? Szersze zainteresowanie nimi i ich badanie stato si¢ mozli-
we wlasnie dzigki technice komputerowej, cho¢ przyklady zbioréw fraktalnych byty
znane znacznie wczesniej. Intuicyjnie sa one najblizsze temu, co rozumie si¢ przez
obiekt generowany komputerowo. W przypadku zbioréw fraktalnych mamy do czynie-
nia z abstrakcyjnymi, matematycznymi obiektami, ktére z reguly sg na tyle skompli-
kowane, ze ich badanie bez pomocy komputera jest niemozliwe. Szybkie przeprowa-
dzanie obliczen, ktére bylyby praktycznie niewykonalne bez postuzenia si¢ kompute-
rem, stworzylo nowe warunki dla badania zbioréw fraktalnych. Spektakularnym przy-
kiadem zbioru fraktalnego jest zbiér Mandelbrota. Jest to taki zbiér liczb zespolonych
c, dla ktérych ciag Zon =2 24C, gdzie zy=0, jest ograniczony. Zbidr ten jest tak skompli-
kowany, Ze jego badanie jest przeprowadzane prawie wyltacznie przy uzyciu kompute-
ra. Réwniez do badania obszaréw przyciagania pierwiastkéw zespolonych réwnan
algebraicznych stuza komputery. Symulacje komputerowe ukazuja nam na ekranie
niezwykle skomplikowane samopodobne struktury, ktére tworza granice tych obsza-
réw'> W szczegélnosci J. Hubbard, badajac brzeg obszaréw przyciagania dla pier-
wiastkéw zespolonych réwnania z'=1, zauwazyl, ze granica migdzy obszarami jest
wspdlnym brzegiem wszystkich tych trzech obszaréw'*

W komputerze zbiory fraktalne i inne tego typu obiekty powstaja dzigki algoryt-
mom, pozwalajacym na uzyskanie ich przyblizonych obrazéw na monitorze czy
wydruku. Czesto zbiory fraktalne sa okre$lane przez definicje iteracyjne. Latwo je
zatem zalgorytmizowaé, totez komputer staje si¢ niezastapionym narz¢dziem dla ich
»zobrazowania” Trzeba podkresli¢ jednak, ze te obiekty, ktére widzim$ na monito-
rze czy wydruku, sa daleko niedoskonalymi, skoficzonymi przyblizeniami obiektéw
matematycznych. Sg to zobrazowane dzieki komputerowi abstrakcyjne obiekty ma-
tematyczne, ktére sa na tyle ztoZzone, Ze nie jest mozliwe ich wyobrazenie bez na-
rz¢dzia, pozwalajacego w krétkim czasie wykonaé dostateczng ilo$¢ operacji, by
takie wyobrazenie uzyska¢. Jak zatem odpowiedzie¢ na pytanie, czy sg to rzeczywi-
Scie obiekty generowane przez komputer, w sensie — tworzone przez komputer?
Wydaje sig, ze nie sa to obiekty ,.komputerowe”; sg to obiekty matematyczne, ktére
komputer pomaga tylko badaé.

'2 Twércy teorii fraktali jest B. Mandelbrot. Przyktady zbioréw fraktalnych i ich zastosowan zawart w
monografii The Fractal Geometry of Nature, New York 1983.

'3 H. G. SCHUSTER, dz. cyt., 146-147.
14 J. GLEICK, dz. cyr., 224-228.
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Warto dodaé, ze obiekty uzyskiwane za pomoca komputera nie réznig si¢ w istocie
od zwyktych rysunkéw sporzadzanych na kartce papieru za pomoca otéwka, linijki,
cyrkla itp. Obrazowe przedstawiane pewnych obiektéw matematycznych jest dobrze
znane w praktyce matematykéw. Czesto tez rysunek podpowiadal matematykowi
sformutowanie twierdzenia. Totez istota rzeczy nie ulegta zmianie — mamy tylko do
dyspozycji nieco bardziej ztozone narzedzie niz kartka papieru, otéwek i linijka.

Poniewaz obiekty , komputerowe” sg obiektami matematycznymi, zatem problem
sposobu ich istnienia sprowadza si¢ do problemu istnienia innych obiektow matema-
tycznych. W tej kwestii istnieje caly szereg stanowisk od skrajnie nominalistycznego az
po skrajnie realistyczne (platonskie). W szczegdélnosci R. Penrose uwaza, ze zbidr
Mandelbrota istnieje niezaleznie od matematyka i komputera'” Niewatpliwie, zbiory
fraktalne istnieja w jaki$ sposGb zanim zostang zobrazowane przez komputer, gdyz to
najpierw matematyk podaje ich okreslenie i tworzy algorytm, za pomoca ktérego kom-
puter te obiekty tworzy. Zatem korzystanie z komputera do obrazowania pewnych
obiektéw matematycznych nie wnosi zasadniczych nowych elementéw w spory onto-
logiczne dotyczace matematyki.

To powyzsze stwierdzenie mozna jednak nieco ostabic, zauwazajac, ze obiekty ba-
dane komputerowo sa z reguly unikatowymi obiektami, nie zwigzanymi z jaka$ mate-
matyczna strukturg. Mozna zatem ich istnienie wykorzysta¢ w dyskusjach migdzy zwo-
lennikami strukturalizmu bezobiektowego, a zwolennikami innymi stanowisk w kwe-
stii istnienia obiektéw matematycznych. Wedltug strukturalizmu bezobiektowego istot-
ne sg relacje miedzy elementami, a nie same te elementy. Zatem nie jest wazne, czym
sa elementy dziedziny struktury, a istotne staja si¢ same relacje. To relacje nadaja
ksztalt strukturze, za elementy (za kresy relacji) mozemy za$ podstawiaé¢ cokolwiek.
Dla identyfikacji struktury kresy relacji nie maja zadnego znaczenia. Zatem uprawnio-
ne jest np. stwierdzenie, ze liczba naturalna jest okreslona poprzez relacje w pewnej
szczegolnej strukturze (czy dokiadniej w klasie wszystkich struktur izomorficznych
miedzy soba). W takim sensie bycie liczba naturalna jest wiasnoscig czysto relacyjna.
Nie istnieja zatem jakie$ obiekty matematyczne, sa tylko miejsca w strukturze, wyzna-
czone przez relacje.

Warto jednak dodaé, ze zwolennicy stanowiska strukturalizmu bezobiektowego naj-
czgsciej strukture traktuja jak byt idealny, a wige przyjmuja jakas forme platonizmu. W
taki sposéb strukture widza S. Shapiro'® i M. Resnik'’, ale odrzucaja oni istnienie ja-
kich$ obiektéw matematycznych, ktére traktujg tylko jako miejsca w strukturze, wy-
znaczone przez relacje. Istnienie zbioréw fraktalnych w pewnym Zzakresie podwaza
jednak obraz matematyki jako nauki o strukturach matematycznych. Badane kompute-
rowo zbiory fraktalne sa obiektami jednostkowymi, w pewnym sensie unikalnymi,
niepowtarzalnymi. Matematyka w tych przypadkach interesuje przede wszystkim kon-
kretny przedmiot matematyczny, na przyklad, wiasnosci zbioru Cantora czy Mandel-

SR, PENROSE, Nowy umyst cesarza, tum. P. Amsterdamski, Warszawa 1995, 113-119.
' S. SHAPIRO, "Mathematics and Reality", Philosophy of Science 50(1983) nr 4, 534-542.

'7 M. D. RESNIK, "Mathematics as a Science of Patterns: Ontology and Reference”, Noiis 15(1981),
529-530; TENZE, "Mathematics as a Science of Patterns: Epistemology", Nods 16(1982), 95-99.
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brota, a nie jakas majaca okreslaé te zbiory struktura, ktérej czesto w ogéle nie ma'® W
tym znaczeniu badania tego typu obiektéw za pomoca komputera moze przyczynic¢ si¢
do rozjasnienia pewnych kwestii ontologicznych.

Wykorzystywanie komputeréw przez matematykéw, stwarzajac nowe warunki pra-
cy matematyka i otwierajac nowe obszary badawcze, jednocze$nie prowokuje do po-
stawienia szeregu pytan, ale raczej dotyczacych metody uprawiania matematyki niz
kwestii ontologicznych. Jednym z nich jest pytanie: czy postugiwanie si¢ komputerem
zmienito dotychczasowa praktyke uprawiania matematyki? Wydaje si¢, Ze na razie nie
mozna méwic o jakiej$ zasadniczej zmianie paradygmatu matematyki. Komputer dla
matematyka jest narzgdziem analogicznym np. do teleskopu dla astronoma. Pomaga
zobaczy¢ wigcej, ale nie oznacza to, ze tworzy cos$ istotnie nowego. Zarazem jak trudno
byloby wyobrazi¢ sobie dzis prace astronoma bez rozmaitych urzadzen odbierajacych
sygnaly z dalekich obszaréw Wszechswiata, tak bez komputeréw wiedza matematycz-
na zostalaby powaznie zubozona. Komputer zatem jest tylko narzedziem i jego wyko-
rzystywanie w badaniach matematycznych nie daje definitywnych rozstrzygnigé kwe-
stii epistemologicznych, jak i ontologicznych matematyki. Badania obiektéw matema-
tycznych za pomoca komputeréw wskazuje na ich odniesienie do jakiejs rzeczywisto-
$ci matematycznej poza komputerem, gdyz obiekty, ktére sa modelowane przez kom-
puter, istnieja w jaki$ sposéb zanim zostaty wygenerowane komputerowo.

A FEW REMARKS ABOUT THE ROLE OF COMPUTERS IN MATHEMATICS

Summary

Computers create new conditions of mathematicians’ activities and expand research
areas of mathematics. Using computers provokes also to put questions concerning the
methods of investigation of mathematics and the ways of existing objects produced by
computers as algorithms, computer-assisted proofs, and fractals. In the article some
problems connected with these topics were touch on.

'8 Oméwienie przykladéw takich obiektéw matematycznych, ktére sa interesujace dla matematyka
~same w sobie”, a nie poprzez ich strukturalne wlasnosci, jest w: K. WOITOWICZ, Realizn mnogosciowy. W
obronie realistycznej interpretacji matematyki, Warszawa 1999, 144-148.



