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GRAFICZNA METODA SPRAWDZANIA WYRAZEN
KLASYCZNEGO RACHUNKU ZDAN

W klasycznym rachunku zdan stosuje si¢ kilka metod dowodzenia
twierdzen tego rachunku: semantyczna, czyli zero-jedynkowa, zalozeniowg
1 aksjomatyczna. Metoda proponowana w tym artykule nie zawiera jakiejs
istotnie nowej idei logicznej, jest raczej pewna technika, ktéra wykorzystuje
idee znane juz wczesniej. Pomyst graficznego sprawdzania wyrazen rachun-
ku zdan by¢ moze nie jest nowy, ale w swojej krétkiej praktyce nauczyciela
logiki nie spotkatem si¢ z czym$ podobnym u jakiego$ autora.

Przedstawiona nizej metoda polega na zastosowaniu odpowiednio zin-
terpretowanych diagraméw Venna, stosowanych zwykle do sprawdzania po-
prawnosci trybow sylogistycznych. Metoda ta posiada pewne zalety, ktére
postaram si¢ krotko przedstawié. Pierwsza jej zaleta jest fakt, ze jest to
kolejna metoda sprawdzania wyrazen logicznych. Im wigcej takich metod
znamy, tym lepiej, szczegdlnie wtedy, gdy nie posiadamy jeszcze duzej
bieglosci w dowodzeniu. Wykorzystywane metody wspieraja si¢ i sprawne
postugiwanie si¢ jedna pomaga lepiej postugiwac si¢ takze innymi. Pre-
zentowana metoda wykorzystuje diagramy Venna wykorzystywane w logice
nazw. Sprawno$¢ w postugiwaniu si¢ tymi diagramami moze by¢ fatwo
wykorzystana dla potrzeb logiki zdan przez zwigkszenie zakresu ich stoso-
wania. Inne zalety metody graficznej beda przedstawione przy omawianiu
przyktadow.

Metoda graficzna posiada tez pewne cechy, ktore rownie dobrze mozna
nazywa¢ zaletami, jak i wadami, na razie nie warto si¢ o to spiera¢. Nie jest
to ,,czysta” metoda, ale taczy pewne cechy metody semantycznej i zalo-
zeniowej. Poza tym jest ona bardziej ,,abstrakcyjna” od pozostatych metod,
gdyz wartosciom logicznym przyporzadkowuje pewne punkty w przestrzeni
i stosunki migdzy zdaniami wyraza poprzez stosunki przestrzenne. Wada
metody graficznej jest z pewnoscig to, ze nie powinna ona by¢ stosowana
samodzielnie, jest raczej uzupelnieniem innych metod.



72 KS. ZBIGNIEW WOLAK

Sposobem graficznym mozna sprawdza¢ wszystkie wyrazenia rachunku
zdan, ktére posiadajg do 4 zmiennych zdaniowych. Przy wigkszej ilosci
zmiennych ta metoda staje si¢ nieekonomiczna, chociaz nie niemozliwa do
zastosowania. Sprawdzanie zaczyna si¢ od wypisania zalozen, nast¢pnie za-
ozenia te sa zaznaczane na diagramie. Poszczegdlne wyrazenia zaznacza sig
w ten sposéb, ze zaciemnione fragmenty oznaczajg takie kombinacje zdan
skladowych, ktére nie speiniaja danego zdania zlozonego. Oto sposoby
oznaczania poszczegolnych zdan:

Rys. 1. Implikacja p = q. Rys. 2. Alternatywa p v q.

Rys. 3. Koniunkcja p A gq. Rys. 4. Rownowaznos¢ p < gq.

Rys. 5. Negacja ~p. Rys. 6. Stwierdzenie p.

Poszczegblne pola diagramu odpowiadaja rozktadowi wartosci logicz-
nych zdaf sktadowych:
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1 Pole/zdanie p q
1 0 0
2 1 0
3 1 1
4 0 1
Rys. 7

Kolejne zalozenia nanosimy na diagram w ten sposob, ze zaciemniamy
obszary wskazane tymi zalozeniami. Poniewaz zalozenia tworza koniunkcije,
zaciemnienia si¢ dodaja, a pozostaty bialy obszar oznacza wynikajace z tych
zatozen wnioski. Poszczegdlne przestanki mozna znaczy¢ r6znymi kolorami.
Mozna tez, jesli jest do dyspozycji komputer z programem graficznym, kazda
przestanke umieszcza¢ w innym diagramie, a potem nalozy¢ wszystkie dia-
gramy w jeden, zyskujac w ten spos6b koniunkcj¢ tych przestanek.

Pierwszym przyktadem bedzie dowdd twierdzenia (p =>r)A(g=>r) A
(p v q) = r. Poniewaz w tym wyrazeniu wystgpuja trzy zmienne zdaniowe,
skorzystamy z diagramu z trzema kotami.

Rys. 8

Jak wida¢, pozostaly niezaciemniony obszar w catosci zawiera si¢ w za-
kresie prawdziwosci zmiennej zdaniowej », tym samym » wynika z przyje-
tych zalozen i badane wyrazenie jest twierdzeniem KRZ. Z diagramu wy-
nika, ze wniosek mozna przedstawi¢ jako alternatywe, czyli sume trzech bia-
tych pol. Wniosek ten bgdzie mial nastgpujaca postac: pA~gArvpAagnarv
~p A g A ¥ lub po zastosowania prawa tacznosci: rA(pA~gVv p Ag Vv ~p A Q).
Oczywiscie najbardziej interesujacy wniosek to », ale nie zawsze tak musi
by¢. Widzimy, ze metoda graficzna pozwala nie tylko sprawdzi¢ dane wyraze-
nie, ale rowniez wskazuje na wszystkie wnioski, jakie wynikaja z przyjetych
zatozen. Przy pomocy tej metody mozemy réwniez modyfikow¢ zatozenia tak,
aby otrzymac to, czego potrzebujemy. Wyjasnimy to na innym przyktadzie.
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Przy pomocy diagramu mozna tez sprawdzi¢ rownowaznos$¢. Jesli row-
nowazno$¢ jest prawdziwa, to oba jej cztony mozna przedstawié na identycz-
nym diagramie. Na przyklad ré6wnowaznos¢ (p =>r)A(g=>r)opvg=r
mozna sprawdzi¢ przy pomocy diagramu nastepujaco.

Rys. 9

Diagram ten przedstawia kazda ze stron zapisanej powyzej rownowaz-
nosci. Ogdlniej mozna stwierdzié, ze jesli biale pole na diagramie wyrazenia o
zawiera sig¢, na przyklad po natozeniu, w bialym polu wyrazenia 3, to wtedy
prawdziwa jest implikacja oo = . Na przykiad diagram przedstawiony na
rysunku 8 przedstawia lewa strong¢ rozwazanej tam implikacji. Diagram dla
samego r zawiera biate kolo r i zaciemniong reszte (por. rys. 6). Biata czesé
tego diagramu moze pomiesci¢ w sobie bialg czgs¢ diagramu z rys. 8, zatem
z zalozen przedstawionych na tym diagramie wynika implikacyjnie zdanie r,
ale nie odwrotnie.

Mozna tez metoda graficzng sprawdza¢ wyrazenia, ktére nie maja formy
implikacji. Takie wyrazenie bedzie posiadato diagram caty bialy. Na przy-
ktad, budujac diagram dla wyrazenia ~(p A ~p), najpierw zaciemniamy kolej-
no cate otoczenie kota p, nastgpnie zaciemniamy samo kolo p, w ten sposob
otrzymujemy diagram w calosci zaciemniony. Na koncu wykonujac operacje
negowania odwracamy zaciemnienie: co bylo zaciemnione, staje si¢ biale,
co bylo biate, staje si¢ zaciemnione. W rozwazanym przypadku otrzymujemy
diagram caty bialy. Tym sposobem mozna réwniez sprawdza¢ implikacje, co
fatwo mozna sobie wyobrazi¢, jesh implikacje oo = 3 wyrazimy w postaci
~(ae A~B). Tym sposobem mozna sprawdzi¢, czy wyrazenie jest prawdziwe,
ale ponadto niewiele mozemy si¢ o nim dowiedzie¢, dlatego nie bedziemy
sie¢ tym wiecej tutaj zajmowac.

Nie zawsze zalozenia sa tak proste jak w wyrazeniach dotychczas roz-
wazanych. Przy bardziej skomplikowanych zdaniach mozna przy dobrej wy-
obrazni postugiwacé si¢ ogélnymi algorytmami dla poszczegdlnych wyrazen,
na przyktad implikacj¢ oo = B przedstawiamy w ten sposob, ze zakreslamy te
czg$¢ a, ktora nie jest 3. Mozna tez positkowac si¢ metoda zero-jedynkowa.
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Na przyklad w diagramie wyrazenia (p = q) = q zakreslamy te pola diagra-
mu, dla ktérych wartos¢ wyrazenia wynosi 0. Odczytujemy to z tabelki:

@=9)=q
010 00
Taka charkterystyke posiada pole 1 z rysunku 7. Dla przyktadu sprawdz-
my wyrazenie [(p = q) = q] = [(¢ = p) = p]. Zalozeniami sa wyrazenia
=9 =>qig=p.

Rys. 10

Jednoczesnie widzimy, ze ze sprawdzanego wyrazenia tatwo mozna
otrzymaé rownowaznos¢ [(p = q) > gl A (= p) & p.

W podobny sposdb mozemy radzi¢ sobie ze zdaniami zaprzeczonymi.
Na przykiad wyrazeniu p = ~g zgodnie z tabelka

pP=~q
10 01

odpowiada zaczernienie pola 3 z rys. 7. Przykladem wykorzystania tej prze-
stanki bedzie dowdd prawa (p > H)A P>~ A (F = q) = ~p.

Rys. 11

W nastepnym przyktadzie pojawi si¢ przestanka ~p = r, ktora zazna-
czamy zaczerniajac t¢ cze$¢ ~p, ktora nie jest r. Prawo, ktorego chcemy
dowiesc, jest nastepujace p > g)A(Fr=>g)A(~p=>r)>q.
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Rys. 12

Z diagramu mozemy odczytac, ze z przyjetych zalozen wynika nie tylko
g, ale rowniez p v r. Wynikaja tez inne zdania, ktdre sa mniej interesujace.

Korzystajac z tego przykladu zwr6¢my uwage na inng mozliwos¢, jaka
daje metoda graficzna. Przypusémy, ze chcemy otrzymac twierdzenie, w kto-
rym z przyjetych wyzej zatozen wynika zdanie p. W tym celu musimy, jak
wida¢ z diagramu, wyeliminowa¢é pole ~p A g A r. Mozna oczywiscie do za-
fozen dotozy¢ zaprzeczenie tego wyrazenia, ale prosciej bedzie jako dodat-
kowe zalozenie wykorzysta¢ implikacje ¢ =p lub r=> p. Wtedy jednak
otrzymamy wniosek zbyt mocny p A g. Jesli chcemy otrzymaé samo p, to
mozna wyeliminowa¢é zalozenie p = q. Przy okazji tych poszukiwan udato
sie znalezZ¢ co najmniej cztery rbwnowaznosci:

C=2PAFr=2A(p=>r)A@=>p)Spag,
@=2PAE2>PA(p2A(r=p)opAag,
r=9Ar(~p=>r)r(@g=p)p,
r=29Ar(~p=>r)A(F=>p)op.

W nast¢pnym przyktadzie rdwniez poszukamy sposobu otrzymania réw-
nowaznos$ci z implikacji. Dowdd prawa 0 => @) AP =) A(~gVv ~F)=>~p
wyglada nastepujaco:
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W celu otrzymania rownowazno$ci mozemy pozostawi¢ bez zmian pra-
w3 stron¢ wyrazenia, a w lewej dokonaé takiej zmiany, ktéra oznaczataby
zlikwidowanie zaciemnienia fragmentu ~p A g A¥. Mozemy to uzyskaé za-
stgpujac trzecie zalozenie wyrazeniem g Ar = ~p. W rezultacie otrzymamy
prawo P => @ AP =>r) A(gAr = ~p) < ~p, ktéremu odpowiada diagram
identyczny dla lewej i prawej strony rownowaznosci.

Rys. 14

Metoda graficzna mozna réwniez sprawdza¢ wyrazenia KRZ, ktore
zawieraja cztery zmienne zdaniowe. W tym celu musimy si¢ postugiwad
diagramem o szesnastu polach odpowiadajacych wszystkim kombinacjom
wartosci logicznych tych zmiennych zdaniowych. Dla przyktadu dowiedZmy
prawa (p => g)A(F=>s)A~(gVvs)=>~(pVvr).

Rys. 15

Tutaj takze mozemy tatwo otrzymac rownowazno$¢ umieszczajac w na-
stepniku implikacji zamiast zaprzeczenia alternatywy dwdch zmiennych zda-
niowych koniunkcje zaprzeczen wszystkich zmiennych. Nie byloby to jed-
nak ciekawe prawo, bo koniunkcja zaprzeczen zmiennych zdaniowych g i s
jest zamieszczona wsrod zatozen w postaci zaprzeczenia alternatywy tych
zmiennych.

Jako kolejny przyklad rozwaimy prawo [(p=>q)=>r]=2[(r=>p) =
(s = p)]. Zaznaczajac na diagramie kolejne przestanki, zatrzymajmy sie po
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dwoch: [(p= q) =>r] i (r = p). Pierwsza z nich: (p = q) = r latwiej bedzie
narysowagé, jesli wyrazimy ja w postaci (p v 7) A (~q v r). Otrzymamy wtedy
taki diagram.

Celem dowodu jest p i z diagramu wida¢, ze zdanie to wynika juz
z dwéch pierwszych przestanek, czyli przestanka s jest niepotrzebna. Jest
ona wprowadzona do twierdzenia na podstawie prawa symplifikacji. Kto$
wprawiony nieco w logice dojdzie do tego wniosku réwniez innymi dro-
gami, ale moze by¢ tez tak, ze niejeden ujrzy to po raz pierwszy korzystajac
z metody graficzne;.

Na zakonczenie tej czeSci poznamy jeszcze graficzny dowdd prawa
Haubera(p=>g)A(r=>)A@Vv)A~(gAS) D (@=p)A(s=r).

Rys. 17

Z diagramu mozemy odczytaé, ze z przyjetych zatozen wynika nie tylko
koniunkcja implikacji, jak w sprawdzanym twierdzeniu, ale tez koniunkcja
rownowaznosci. Nie jest to duze odkrycie, bo dwa pierwsze zalozenia za-
wieraja implikacje odwrotne do tych, ktére sa we wniosku, wiec tatwo mo-
zemy dowies¢, ze w rezultacie prowadza one do rownowaznosci. Ciekawsze
moze by¢ stwierdzenie, ze z zalozen rozwazanego twierdzenia wynika tez
wyrazenie p AqVr As, ale z obu tych wnioskow zaden nie wynika z drugie-
go. Wiemy to stad, ze zaden z diagramow, tj. suma biatych pél, nie zawiera
si¢ w drugim, poniewaz krzyzuja si¢ migdzy soba. Oczywiscie oba te wnio-
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ski i wszystkie, jakie w ogole moglyby wynikaé z przyjetych w tym twier-
dzeniu przestanek wynikaja z wyrazenia pAGA~FA~SNV ~DA~GAFAS,
ktore jest wyrazong przez alternatywe suma wszystkich biatych p6l. Wyra-
zenie to odpowiada odczytanej z diagramu sumie wszystkich zatozen, ina-
czej mozna to wyrazi¢ rOwnowaznoscia pAGA~FA~SN ~DA~GAFAS
@P=29ArEF=>)A(@PVvr)A~(qgAs). Taka rownowaznos¢ mozemy utworzyé
w kazdym dowodzie graficznym.

Jak wyzej zaznaczono metoda graficzna wykorzystujaca zamieszczone
powyzej diagramy w zasadzie ogranicza si¢ do czterech zmiennych, gdyz juz
przy pigciu zmiennych trzeba by wprowadzi¢ do diagramu krzywa o niere-
gularnym ksztalcie i rysunek statby sie zbyt zawity.'

Nie znaczy to jednak, ze metoda graficzna staje si¢ przy wigkszej ilosci
zmiennych niemozliwa do stosowania. Trzeba wykorzysta¢ inny rodzaj dia-
gramu. Skorzystamy mianowicie z diagramow w postaci tabeli, stosowanych
rowniez w logice nazw.” Dla czterech zmiennych zdaniowych diagram jest
zbudowany z szesnastu kolumn i czterech wierszy.

pIX|X|X]IX|[X|X]|X]|X

g | X|X|X|X X|X|X|X

r|l x| x X | x X | X X | X

s | X X X X X X X X

Poszczegoélne kolumny tabeli odpowiadaja polom poprzednich diagra-
moéw, ktore obrazuja te same kombinacje prawdy i falszu. Komorki puste
odpowiadaja prawdzie, komorki z X-em — falszowi. Zalozenia sg zaznaczane
podobnie jak w poprzednich diagramach: zaciemnieniu pola tutaj odpowia-
da zaciemnienie kolumny. Dla przykladu zbudujmy diagram dla prawa
=9 A(F=>5)A~(gVvs)=~(pvr), zilustrowanego na rys. 15. Pokazemy
etapy umieszczania kolejnych zatozen na diagramie:

— przestanka pierwsza: (p = q)

p | X|XIX[X|X|X|[X

g | X X]|X]|X

r | X|X X| X X

s | X X X X X

' Prawdopodobnie jeszcze bardziej skomplikowany bylby diagram oparty na ukladzie
elips stosowanym w podrgczniku J. Stupeckiego i L. Borkowskiego Elementy
logiki matematycznej I teorii mnogosci, Warszawa: PWN 1984, s. 148.

*Por.S.Luszczewska-Romahnowa, Analiza i uogélnienie metody sprawdza-
nia formut logicznych przy pomocy diagraméw Venna, SL 1 (1953), 187n.
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— przestanka druga: (r = s)

p | X X
qg | X

r | X X
s | X X

— przestanka trzecia: ~(qvs) lub ~g A~s (pozostawiamy niezaciemnione
tylko te kolumny, w ktérych wystepuja X-y zarowno w wierszu g, jak i w wier-
SZu s)

Pozostaje niezaciemniona tylko kolumna pierwsza, w ktorej spetniony
jest umieszczony w prawie wniosek ~(p v r). Zachowuja swoja waznosé¢
wszystkie uwagi, ktére dotycza diagramu z elipsami.

Programy komputerowe ulatwiaja wykorzystanie pewnej modyfikacji
w wykorzystywaniu diagraméw tabelkowych. Zamiast zaciemnia¢ kolumny
1 wyobraza¢ sobie, ze oznaczaja one wyeliminowane zatozeniami kombinacje,
mozna te kolumny wylaczaé z diagramu, kasowa¢ je, jest to bardzo prosty
zabieg w prawie wszystkich edytorach tekstow. Dowiedzmy tym sposobem
znanego nam juz prawa Haubera (p=>g)A(r=>s)A(PpVvH)A~(gArs)>D
(@g=>p)A(s=>r). W kolejnych czterech diagramach zostana przedstawione
efekty uwzgledniania zalozen tego prawa.

(=9

pIX|X|X|X|X|X|[Xx|X

qg| X XX

r| X|X XX X | X

s | X X X X X X
=29 A(F=>s)

plX|X|X|X|X]|X

q | XXX

r | X[ X X|X XX

s | X X X
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H: p=>gA@E=2>s5)A(pvr)

pl XX

qg| X

r X| X

s X
IVip=2gA=os)A@Vvr)A~(gAs)

plX

qg| X

r X

s X

Dwie kolumny, ktére pozostaly, odpowiadaja biatym polom na diagra-
mie z elipsami i rowniez daja podstawe do tych samych wnioskéw.

Na koniec przeprowadzimy dowodd twierdzenia z pigcioma zmiennymi
zdaniowymi. Twierdzenie zostalo zaczerpnigte z pewne;j pracy ks. Jana Sala-
muchy.

[P=>@VvIA@2>~s)A(r=>~)ASsSAt>~p

Po zaznaczeniu wszystkich przestanek otrzymujemy nastepvjacy dia-
gram.

Diagram pokazuje, ze z przestanek wynika wniosek, umozliwiajacy od-
krycie rownowaznosci [p => (@Vr)IA (@D ~S)AFD~OASALS~pA~g A
~r As At i jeszeze kilka innych zwiazkow logicznych.

Przedstawiona w niniejszym artykule graficzna metoda sprawdzania
wyrazen KRZ, jest pewna kombinacja metod stosowanych juz w logice.
Laczy ona pewne zalety tamtych metod, ale tez dziedziczy po nich niektore
wady. Z tego, co zostato przedstawione w tym artykule, wynika, ze mozna
wyrozni¢ dwie pary niezaleznych cech tej metody: fatwa do zastosowania —
trudna oraz tworcza - nietworcza. Oczywiscie te cechy sa zrelatywizowane
do danego wyrazenia logicznego, ktére sprawdzamy i w inny sposob do
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uzytkownika tej metody. Kombinacje tych cech dajg cztery rodzaje do-
wodow od najlepszych, ktore sa latwe i tworcze, do najgorszych, ktdre sa
trudne i nietwdrcze. Jestem przekonany, Ze te pierwsze przewazaja.

Inna zaleta proponowanej metody jest to, ze wspotpracuje ona nie tylko
z pozostatymi metodami stosowanymi w KRZ, ale rowniez z metodami gra-
ficznymi w logice nazw. Umieje¢tnos¢ postugiwania si¢ przedstawiona w ar-
tykule metoda moze by¢ wykorzystana w tradycyjnej sylogistyce zdan kate-
gorycznych, w sylogizmach posiadajacych wigcej niz jeden termin sredni.
I atwiej bedzie tez postugiwaé sie metodami graficznymi w dowodach twier-
dzen z nazwami zaprzeczonymi czy w dowodach pewnych twierdzen we-
zego rachunku predykatow. Na pewno istnieja jeszcze inne mozliwosci
stosowania analogicznych wobec siebie metod graficznych w réznych
dziatach logiki.’

Stwierdzitlem na poczatku artykutu, ze przedstawiona w nim metoda
moze by¢ przede wszystkim wykorzystana w nauczaniu KRZ, wydaje si¢
jednak, ze nie nalezy z géry zaweza¢ mozliwosci tej metody.

THE GRAPHIC METHOD OF PROVING IN PROPOSITIONAL CALCULUS
Summary

This paper presents a method of the graphic proofs in propositional calculus. We can
use diagrams, similar to Venn’s diagrams to draw premisses and inferences. Then we can
check their validity. The diagrams enable us to see whether premisses are sufficient or two
strong and what other inferences could be derived.

The graphic method could be used as an educational aid in teaching logic. Sometimes it
is simpler than other methods, sometimes it is more difficult, but always it is creative. One
more advantage of the graphic method is the possibility of using computer programs in
performing logical proofs.

3 Na przyktad we wspomnianym wyzej artykule S. Luszczewskiej-Romahnowej autorka
dokonuje pewnego przeformulowania zdan kategorycznych, rezygnujac z wyjasnienia zasad
tego przeformulowania, gdyz jak pisze zajeloby to zbyt wiele miejsca (por. 189). Otéz zna-
jomosé naszej metody graficznej sprawia, ze dokonywane przez autorke¢ przeformutowanie
staje si¢ niemal oczywiste i nie wymaga wielu wyjasnien. Z pewnoscia tego typu wzajemnych
utatwien jest mi¢gdzy metodami graficznymi wiele.



